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 ورقة عمل                   الثاني عشر العلمي 
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    Definite Integral and Areaالتكامل المحدود والمساحة 
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 تكاملاتلحساب  مساحات
 

 .التكاملات المحددة التالية مستعينا بالرسم احسب : المجموعة الأولى 
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 المساحة والحقيقة لحساب تكامل
 : الإزاحة الأفقية والرأسية 
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 : عبر عن كل مما يأتي برسم مناسب 
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 (  5:  1من )خواص التكامل المحدود
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 الزرقاءالقبعة 

 الخضراءالقبعة 



 

 : أسماء الطالبات 

 

 

 

 

 

 : الحل 

  القبعة الحمراء (2

  القبعة الصفراء (2

  الزرقاءالقبعة  (3

  القبعة الخضراء (4

 

 

 

 
 

 

 



 

 

 : دون حساب التكامل       ،    أوجد لكل من التكاملات التالية 
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        اثبت أن قيمة ( 4
 

 
 .  2لا يمكن أن تساوي    

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

)()(: السيادة ( 7 xgxf   على الفترة[a,b]   

b

a

b

a

dxxgdxxf )()(    

 ،0)( xf  على الفترة[a , b ]  0)( 
b

a

dxxf  

 

 : تمارين 

 

 دون حساب التكامل بين لماذا ؟ ( 2

a)     

 
     

 

 
   

 

 

 

 

b)     

 
     

 

 
   

 

 

 

 

     لإيجاد الحد الأعلى لقيمة     والتي تحقق لـ           استخدم المتباينة ( 2
 

 
حيث    

     
 

 
     

 

 
 

 

 

 

 

 

 

إذا كان ( 3
 

    
   تتحقق على الفترة       

 
   

 
 استخدمها لإيجاد الحد الأدنى للقيمة   

 

    

 

 
    

     حيث 
 

 
   

 

 
  

 

 

 



 

 ( f )  القيمة المتوسطة للدالة
 

xf)(إذا كانت الدالة   :هي  [a,b]فإن القيمة المتوسطة على   [a,b]قابلة للتكامل على   




b

a

dxxf
ab

fav )(
1

)(           averageav :  

xxf أوجد القيمة المتوسطة للدالة : مثال     .  [3 ,0] على الفترة )(4

 : الحل 

 

 
 

 

 

 

 

 نظرية القيمة المتوسطة في التكامل المحدود
 

xf)(إذا كانت الدالة  بحيث  [a,b] ينتمي إلى الفترة cفإن يوجد عدد مثل   [a,b]متصلة على   

 يكون  




b

a

dxxf
ab

cf )(
1

)(  

 

 

)(12أوجد القيمة المتوسطة للدالة  (1  xxf  على 11, . عند أي نقاط الفترة تأخذ الدالة

 هذه القيمة 
 
 
  
 
 
 
 
 
 
 
 



 

 : تدريبات

2أوجد القيمة المتوسطة للدالة (  1 xxf في الفترة  )( 11, من دون إجراء عملية التكامل

 باللجوء لهندسة المنطقة بين المنحنى و محور السينات 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

2sinإذا كانت (  2
0

 tdt



ttfأوجد القيمة المتوسطة للدالة   cos)(   على ,0 .

 عند أي نقاط الفترة تأخذ الدالة هذه القيمة 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 

 4هي  xf)(و كانت القيمة المتوسطة للدالة [  -1,  2] دالة متصلة على  xf)(إذا كانت ( 3

 فأوجد 






1

2

)2)(3() xdxfb
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1

)() xdxfa 

 

)(4دالة متصلة و كان xf)(إذا كانت ( 4

2

1

 dxxf   . 4بين أن)(xf  على الأقل

احدة على مرة و 2,1 
        

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 

)(2,15)()(3:   إذا كان( 5

6

9

6

2

2

0

  xdxfxdxfdxxf      

a ) احسب القيمة المتوسطة للدالة)(xf  على الفترة 90 , 

 
 
 
 

b ) ما هو البعد الآخر لمستطيل أحد بُعدية)( fav  و مساحته مساوية لقيمة
9

0

dxxf )( 

 
 
 
 
 
 

عند مراقبة درجات الحرارة بعد منتصف الليل في إحدى المدن، تبين أنه يمكن نمذجتها ( 6

2بالقانون 
13

7

1
2 )()(  xxT  حيثx  هو الوقت بعد منتصف الليل و)(xT  درجات الحرارة. 

 

a ) بعد الظهر  2صباحاً و  2ما متوسط درجات الحرارة بين الساعة 
 
 
 
 
 
 
 
 

b ) في أي وقت تحدث هذه الحرارة 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 

لصنع الكعك و تخزينه يلزم وضع الكعك في الهواء المكيف في المخزن ثم شحنة و توريده ( 7
نوع لتلبية الطلبات و الاتفاقات  666حاول صاحب المصنع حفظ . يوماً  14للمحلات كل 

 يوماً تعطى بالدالة  14و نموذج قائمة السلع كل . المهمة المبرمة معه 

   ttI 600600)( ،140  t أوجد . دراهم  4التكلفة التي تلزم لكل نوع هي ، و

 . المتوسط اليومي لقائمة السلع و المتوسط اليومي للتكلفة التي تلزم 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

 

و في العودة على . mi150على مضمار طوله mph30متوسط سرعة سيارة هو ( 8

حسب قائد السيارة متوسط .  mph50كانت السرعة  mi150الطريق نفسه الذي طوله 

 . في الرحلة ذهاباً و إياباً  mph40السرعة في الفترتين 

a ) ما المسافة الكلية التي قطعتها السيارة 

b )لذي استغرقته الرحلة ذهاباً و إياباً ما  الزمن الكلي ا. 

c ) ًما السرعة المتوسطة خلال الرحلة ذهاباً و إيابا 

d ) اشرح الخطأ الذي وقع فيه قائد سيارة السباق في حسابه للسرعة المتوسطة 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 : 1الجزء :النظرية الأساسية في التفاضل والتكامل 
 : الربط بين التفاضل والتكامل 
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أوجد : أولا 
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 : ثانيا

),()(إذا كان  xfxg دوال متصلة وقابلة للإشتقاق على كل الاعداد الحقيقية وكان 

x  )(xf  )(xg  )(xg  

1 6 2 5 

3 16 4 2 

4 -1 6 7 

: حيث 
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dttfxL 

  xL)(: أوجد  (1

 

 L)3(: أوجد  (2

 
 
 

 : ثالثا 

إذا كانت :  
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1

1
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 xF)(: أوجد (1

 

 xF)(حدد نوع الدالة  (2

 
 
 
 

 : رابعا

:    أوجد  (1 

3

sin
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x
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dx
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:  إذا كانت  (2
xxey  

: أوجد  ( أ
dx

dy
 

2: أوجد   ( ب

2

dx

yd
 

 

 :   إذا كان                                          احسب كلاً من  (3

 
 

2

3

( ) 4 1

x

F x t dt 
/(3) , (3)F F



 

 : خامسا

: أوجد قيمة  (1

2

tansec

x

x

tdtt
dx
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: أوجد (2
dx

dy
: حيث   

x

x

xtdty

ln

3

0,sin  

اكتب معادلة المماس للدالة  (3 

2

1

3)(

x

dttxf 1عندx 

 
 
 

 : سادسا 

 بفرض أن (2
x

dttfxH
0

أوجد . ن رسمها كما يلي والمبي [0,12]دالة متصلة على الفترة xf)(، حيث  )()(

 : كلا من

 

a)  )0(H  

 

 

b ) على أي فترة تكونHمتزايدة ؟ اشرح . 

 

 

c )على أي فترة يكون منحنىHمقعرا لاعلى ؟ اشرح . 

 

 

d ) 12(هل(Hموجبة أم سالبة ؟ اشرح . 

 

 

e)  أين تحصلH على قيمتها العظمى ؟ اشرح . 

 

 

f)  أين تحصلH  ؟ اشرح الصغرىعلى قيمتها . 

 
 
 
 
 



 

: ثانية هو  tيتحرك جسيم على محور السينات حيث إن موقعه في الزمن  (2
t

dxxftS
0

هي fحيث  )()(

 دالة رسمها البياني موضح في الصورة 

 

 ؟0tما موقع الجسيم عند  ( أ

 

 ؟ 3tما موقع الجسيم عند  ( ب

 

 ؟ 4tما السرعة المتجهة للجسيم عند  ( ت

 

 متى تساوي العجلة للجسيم صفرا تقريبا ؟ ( ث

 

 قيمة صغرى ؟  Sفي أي زمن من الثواني السبع سيكون للموقع  ( ج

 

 

 
 
 
 
 

: ثانية هو  tحيث إن موقعه في الزمن  احداثييتحرك جسيم على محور  (3
t

dxxftS
0

هي fحيث  )()(

  . المبية بالشكل المجاوردالة ال

 

 ؟0tما موقع الجسيم عند  ( أ

 

 ؟فسر 3tما موقع الجسيم عند  ( ب

 

 ؟ اشرح الاجابة5tما السرعة المتجهة للجسيم عند  ( ت

 

 متى تساوي عجلة الجسيم تساوي صفرا ؟ ولماذا؟  ( ث

 

 .  أكبر قيمة ؟فسر Sما الزمن خلال السبعة ثواني الأولى الذي تأخذ فيه  ( ج

 

 

 

 

 



 

4) f دالة الموضع عند الزمن . دالة متصلة والرسم البياني لها موضح في الشكلt  ثانية لجسيم يتحرك على احداثيات

هو 
t

dxxftS
0

 استخدم الرسم البياني  )()(

 . للاجابة عن الاأسئلة التالية      

 

 سالبة أم موجبة؟ اشرح؟ 5tهل عجلة الجسيم عند  ( أ

 

 ؟ 2tما موقع الجسيم عند  ( ب

 

 متى يتحرك الجسيم نحو نقطة الأصل؟ اشرح؟ ( ت

 

 على أي جهة من نقطة الأصل يكون موقع الجسيم  ( ث

 

 ؟ اشرح؟ 7tعند       

 

 

 

 

 

 

5) f دالة قابلة للاشتقاق والرسم البياني لها موضح لها موضح في الشكل دالة الموضع عند الزمن t  ثانية لجسيم

يتحرك على محور احداثيات هو 
t

dxxftS
0

أعط . للاجابة عن الاأسئلة التالية  استخدم الرسم البياني )()(

 .أسبابا لإجابتك

 ؟ 5tما السرعة عند  ( أ

 

 موجبة أم سالبة ؟ 5tهل عجلة الجسيم عند  ( ب

 

 ؟ 3tما موقع الجسيم عند  ( ت

 

لها أكبر  Sالأولى تكون   9secعند أي زمن خلال الـ  ( ث

 قيمة؟ 

 

 بالتقريب متى تكون العجلة مساوية للصفر؟ ( ج

 

متى يتحرك الجسيم نحو نقطة الأصل ؟ بعيدا عن نقطة  ( ح

 الأصل؟ 

 

 ؟ 9tعلى أي جانب من نقطة الأصل يكون موقع الجسيم عند  ( خ

 



 

6) f دالة قابلة للاشتقاق والرسم البياني لها موضح لها موضح في الشكل دالة الموضع عند الزمن t  ثانية لجسيم

يتحرك على محور احداثيات هو 
t

dxxftS
0

أعط . للاجابة عن الاأسئلة التالية  استخدم الرسم البياني )()(

  .أسبابا لإجابتك

 ؟ 3tما السرعة عند  ( أ

 

 موجبة أم سالبة ؟ 3tهل عجلة الجسيم عند  ( ب

 

 ؟ 3tما موقع الجسيم عند  ( ت

 

 متى يمر الجسيم بنقطة الأصل؟ ( ث

 

 بالتقريب متى تكون العجلة مساوية للصفر؟ ( ج

 

متى يتحرك الجسيم نحو نقطة الأصل ؟ بعيدا عن نقطة  ( ح

 الأصل؟ 

 

 ؟ 9tعلى أي جانب من نقطة الأصل يكون موقع الجسيم عند  ( خ

 

7) 
x

dttfxF
0

 اعتمد على ذلك للاجابة عما يلي    الشكلب والمبين [0,7]متصلة على مجالها دالة  fحيث )()(

 F)3( أوجد  ( أ

 

 موجبة أم سالبة؟ برراجابتك؟ F)7(هل   ( ب

 

 فسر اجابتك . متزايدة Fفي أي الفترات الجزئية تكون  ( ت

 

 F)5(أوجد  ( ث

 

 مقعرة نحو الأعلى؟ Fعلى أي فترة جزئية تكون  ( ج

 

 

 

 

 

 

 

 



 

بفرض أن  (8
x

dttfxF
0

اعتمد على ذلك  الشكلب والمبين [0,5]متصلة على مجالها دالة  fحيث )()(

 للاجابة عما يلي   

 

 F)3( أوجد  ( أ

 

)3(0التي تكون عندها   xقيمة  ( ب F  

 

 موجبة أم سالبة؟ برراجابتك؟ F)3(هل   ( ح

 

بين أن قيمة  ( ت
5

1

)( dxxf 32،  26تقع بين-  

 

 

 

 
 

: ثانية هو  tيتحرك جسيم على محور احداثي حيث إن موقعه في الزمن  (9
t

dxxftS
0

هي fحيث  )()(

 .   الدالة المبية بالشكل المجاور

 

 ؟0tما موقع الجسيم عند  ( أ

 

 ؟ 3tما موقع الجسيم عند  ( ب

 

 ؟6tما موقع الجسيم عند  ( ت

 

 ما المسافة المقطوعة خلال الثاني السبع  ( ث

 

هل الجسيم على يمين أو يسار نقطة  5tعند  ( ج

 الأصل؟ 

 

 1tما إشارة العجلة عند   ( ح

 

6ما قيمة العجلة عند  ( خ
2

1
t   

 

 كم مرة يمر الجسيم بنقطة الأصل بعد الانطلاق لاول مرة  ( د

 



 

وهو مؤلف من ثلاث قطع مستقيمة ونصف دائرة وإذا   [5,4-]في الفترة xf)(الشكل المجاور يمثل بيان الدالة  (21

كانت 




x

dttfxg
5

)()(   . 

 

-]في الفترة xf)(أوجد القيمة المتوسطة للدالة  ( أ

3,0]   

 

 0(g(،   g)0(أوجد  ( ب

 

قيمتها xg)(التي تبلغ عندها xأوجد قيمة  ( ت

 ولماذا؟ . العظمى 

 

 

 

 

 

 بفرض أن (22
x

dttfxF
0

 : أوجد كلا من. ن رسمها كما يلي دالة متصلة والمبيxf)(، حيث  )()(

 

a)  10(: قيمة(F ،)7(F ،)5(F ،)3(F ،

)0(F  

 

 

b )  فترات تزايد الدالة)(xF  

 

 

c ) عند أي نقطة تبلغ)(xF قيمتها العظمى وعند أي نقطة

xF)(تبلغ 

 

 قيمتها الصغرى 

 

 

d ) ارسم منحنى)(xF  . 

 

 

 

 

 

 

 



 

 tدالة قابلة للاشتقاق والرسم البياني لها موضح كما بالشكل المقابل يمثل دالة الموضع عند الزمن xf)( إذا كانت (22

لجسيم يتحرك على محور إحداثيات هو  [0,7]ثانية  في الفترة 
t

dxxfxS
0

استخدم الرسم البياني  )()(

    . للإجابة عن الأسئلة التالية مع ذكر السبب 

 

 ؟4tما موقع الجسيم عند  ( أ

 

 ؟ 2tما عجلة الجسيم عند  ( ب

 

 . متى يمر الجسيم بنقطة الأصل ( ت

 

 ؟9tما موقع الجسيم عند  ( ث

 

 عتى يتحرك الجسيم نحو نقطة الأصل ؟ بعيدا عن نقطة الأصل؟  ( ج

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 بفرض أن (23
4

9
)()(
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x

dttfxg  حيث ،)(xf أوجد كلا . ن رسمها كما يلي والمبي [0,10]في الفترة

 : من

 

a)  0(: قيمة(g ،)10(g  

 

 

b ) ما هي أكبر قيمة الدالة)(xg ؟ 

 

 

c )  هل الدالة)(xg تمر بنقطة الأصل ؟ فسر 

 

 

d ) 0إذا كانت)( xg  فإن..............x 

 

 

 



 

 

24) f يتحرك على محور احداثيات هو دالة الرسم البياني لها موضح لها موضح في الشكل دالة الموضع لجسيم


t

dxxftS
0

  .أعط أسبابا لإجابتك. للاجابة عن الاأسئلة التالية  استخدم الرسم البياني )()(

 ؟ 3tما السرعة عند  ( أ

 

 ؟ اشرح6tما موقع الجسيم عند  ( ب

 

متى يتحرك الجسيم نحو نقطة الأصل؟ ومتى يتحرك  ( ت

 بعيدا عن نقطة الأصل ؟ اشرح

 

على أي جانب من نقطة الأصل يكون موقع الجسيم  ( ث

 ؟وضح؟ 8tعندما 

 

 ؟ فسر 5tأوجد عجلة الجسيم عند  ( ج

 

 

 

 

 

 

 

 

والمؤلف من قطعتين مستقيمتين ونصفي دائراتين  هو  [5,4-]المتصلة  في الفترة xg)( إذا كانت (25






x

dttgxH
5

    . استخدم الرسم البياني للإجابة عن الأسئلة التالية مع ذكر السبب  ?)()(

 

  H)3(  ( أ

 

 H)3( ( ب

 

 ( ت
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3

)( dxxg 

 

: باستخدام خواص التكامل المحدد اثبت أن  ( ث






4

5

9)(18 dxxg 

 

 



 

          بفرض أن ( 26
 

 
أوجد كلا . والمبين رسمها كما يلي  [0,10]دالة متصلة على الفترة   ، حيث      

 . من 

a )                   

b ) يمر بنقطة الأصل       هل منحنى . 

c ) اكبر ما يمكن وأصغر ما يمكن مع التعليل   تكون   عند أي قيمة لـ 

d ) احسب     
  

 
 . هل النتيجتين متساويتان؟ فسر.        ،     

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

يعطى بالعلاقة التالية                   ( بالثواني ) tلجسم يتحرك على محور احداثيات عند الزمن  sدالة الموضع ( 27

          
 

 
 . اجب عن الأسئلة التالية . كما هو موضح بالرسم  vوالرسم البياني للدالة       

a ) ما موقع الجسيم عند     ،   .  

b ) احسب المسافة التي تحركها الجسيم خلال الثواني الثمانية

 . الأولى

c )مر الجسيم بنقطة الأصل متى ي . 

d ) ، حدد الفترات التي يتحرك فيها الجسيم نحو نقطة الأصل

 . والفترات التي يتحرك بعيدا عن نقطة الأصل

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

          بفرض أن ( 28
 

  
أوجد كلا . والمبين رسمها كما يلي  [2,8-]دالة متصلة على الفترة   ، حيث      

 . من 

a )               

b ) عين اكبر قيمة للدالة       . 

c ) اكبر ما يمكن وأصغر ما يمكن   تكون   عند أي قيمة لـ 

 

 

 

 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 

 Fundamental Theorem of Calculusالنظرية الأساسية للتفاضل والتكامل 

            معرفة كما يلي   والدالة  [a,b]دالة متصلة علي   اذا كانت 
 

 
فإن   

  

  
      

أوجد : تمارين
  

  
 -:في كل مما يأتي   

1)           
 

 
  

2)           
  

 
 

3)      
 

 
    

4)    
 

   
   

  

 
 

5) Prove that      is a constant function where  
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       find      

 

   أوجد
  

  
 : فيما يأتي   

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

                                      احسب كلاً من     إذا كان   : 
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4) 3 sin
x

y t t dt 
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1
5)

5

x

t

x

y dt
e
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3

( ) 4 1

x

F x t dt 
/(3) , (3)F F



 

          بفرض أن ( 7
 

 
دالة متصلة   ، حيث      

 . أوجد كلا من  .والمبين رسمها كما يلي  [0,10]على الفترة 

a )                   

b ) يمر بنقطة الأصل       هل منحنى . 

c ) اكبر ما يمكن وأصغر ما يمكن مع   تكون   عند أي قيمة لـ

 التعليل 

d ) احسب     
  

 
هل النتيجتين متساويتان؟ .        ،     

 . فسر

 

 

( بالثواني ) tلجسم يتحرك على محور احداثيات عند الزمن  sدالة الموضع ( 8

                              يعطى بالعلاقة التالية  
 

 
والرسم البياني       

 . اجب عن الأسئلة التالية . كما هو موضح بالرسم  vللدالة 

a )ما موقع الجسيم عند      ،   .  

b )احسب المسافة التي تحركها الجسيم خلال الثواني الثمانية الأولى . 

c ) متى يمر الجسيم بنقطة الأصل . 

d ) حدد الفترات التي يتحرك فيها الجسيم نحو نقطة الأصل ، والفترات التي يتحرك

 . بعيدا عن نقطة الأصل

 

 

 

 

          بفرض أن ( 9
 

  
دالة متصلة على الفترة   ، حيث      

 . أوجد كلا من . والمبين رسمها كما يلي  [2,8-]

a )               

b ) عين اكبر قيمة للدالة       . 

c ) اكبر ما يمكن وأصغر ما يمكن   تكون   عند أي قيمة لـ 

 

 

 

 

 

 

      21) Find the value of   if :-                     

                   
 

 

 

 
 

     22) Find   if                              ,                  
 
 

 

 
 

 

 

     12) Find        where 
  

  
        and        

 

 

 



 

 : 2الجزء :النظرية الأساسية في التفاضل والتكامل 

fهي أي مشتقة عكسية للدالة  Fوإذا .  [a,b]متصلة عند كل نقطة من الفترة fإذا كانت 

)()()(عندئذ .  [a,b]على الفترة  aFbFdxxf

b

a

  

  احسب التكامل: 

 

 : أوجدي قيمة التكامل لكل مما يأتي 
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 : أوجدي قيمة كل مما يأتي   :تمارين 
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 : أوجد قيمة التكامل : تدريبات 
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3 8
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2)1 dx
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4)4 xdx
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21)(r)7 dr
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tan23)15
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