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تلااما اقإث��ا�ام��ث��اتااال�ابتمابلااقبثاا�دل�ا�لااق ج�اقبا�قواقب��قلاتام�ل�اماو�اقب��ا�
قب�اا�اتاقبثلتلالاامااا�ثلابا��الاا����ااتاقبثا�ل�اد�اقبا��يتاد���اا�ااتاقبثلامامام�ق�ا

لا�اد�تللاامثمتلا�داقب

دمام�متاق �ثاااقبا��بلا���مث�ااقب�ي�ل��ااث�الااقبا�ق�واقبل���اادالااااج�الااود��االاا� لا
قبث�الااقب�امتااإاناقبث�ا�ا�م���اقبا�ا�اقب��ق�لاادلاام �مثداام�ا�اقب��ا�لاتا�للاابي�� اضا

الااقب�دلاقباث �ماداقج��قام��ااق�بلااد���ادقب�اب��اقبمياتاقبثلتل�اا

د�ثالاإثاقب��ا�لاتاااجداا�ث�ادلاقبااو�اااج�ابلا���ماا�ث�قل�اللدااا�ا��اقبم�ادقبث���اقبثاا
�ملاقبمابا� لااتا�لتادااد�ثااااملدااما�يلاماا� �ماما����لاتادقج�ماامث��اااإااا��إ�ا�ا

قب�ثااتا�قامدااالاا�لتلاقب��ا�لاتاد�لتاداا�ثاماللااا�اج�اا

 •لا�لايتاقب��ادقبا�اقبا�قلاتادال�ث��اقب��ااماالاقب��لقبث�قا

 •ا���قااامث��اا�����ااقبااا��ق�ا����

 •ادقبثلتالااااتلاتاقبثلتلاود�اقباثلتق�ا�ق

ا•  امث�امي اإي�امااد�مل�ث��اقب��ااقباا��قاااتادقبثاا�لالا�ااابادا�قتاقب��اق �ثاا
دماال�داامدا�قتاقبث�ق�اقب��ا�اادمدا�قتاقب�اقب��ا�اادمدا�قتاااقبللااتاد��لاداا

د�ا��ل��اادمدا�قتاقبثا�ل�اقبلتلاا

ق �ثااااث�الا�م�قتاقج�ت��ا�اقبا��يتاد��لاق��ث�ق�لملا�اقباثتااالااإلالااقبثا�ل�ا• 
لا�لااد�تدالاادقب�يتاقب��ا��لااقبا

 •ثتاالااقبا�اقب��ا�اقبث �لاالااقبا�قل�ااثق �ثاا

 •اقبا�دااقبا�و�ااال�دام�اقبمي�ااااا�ث�ا�� �امث��ااالااابل�اقجل�ااثق �ثاا

د�ملا مثمتلا�دا د�تلاا ق�ثاامدا اتا ��ا قجنا ب�اجما قبمي�ا قب�ثا جاق��اا �ا ا �  ق�ا دا
���اقبااو�اقجإم�امثلاادلاابدلتاد�

ادبااقبث�للدق
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المتطابقات والمعادلات المثلثية
Trigonometric	Identities	and	Equations

:في ما �سب
 اقب�دقلاقبامتملا ��و
لاد�املي�دااقبللا

والان:
قج�لا�ااقباثماا اتا  ■

ثلاتدا�قبامتملاادقج
قج�ثلااقباثماا اتا  ■

قبامتملااباما��اقد�ثلا
دقبا�ااال�داا

قج�ثلااقباثماا اتا  ■

قبامتملااب��لاقبدق�اا
ادا��د

املاو تاممتملا �قج  ■

الما
	���ثلاا  الترونيات:

قبا�اتاقب�قو���االاا
قبل���اماق جد�ا

ق �ب�ث�دلااإابثتااادقبدا�ا
قب� الادل��ااد�ا�ا�املا
قبا�اتاقب�قو���ااااب�دقلا
قبامتملا الا�ا�اق��ماوا

����اقبمداااا�ثلاالا
ملاوبااممتملا

	قإثا قراءة �سابقة:
�ا�ااااااا�ل�لاااقب�دقلا

قبامتملا� ا��لاجااااا�ثثلتاا
����اقب�لاا





9   قبثدلاابت���� الوحدة 1

مراجعة المفردات
  :(extraneous solution)  الحل الديل

تلا�اقبالاوبااق ج � ااقبقب

  :(quadrantal angle)  الزاوية الربعية
قد�االااقب��اقب لا�ااالا� ا�تاق ثداضابداااتاقج��ا

 yاقجداxا���قبا

  :(reference angle)  الزاوية المرجعية
ق�قاإااθاقد�اال�ا�اللاام���ماالااقب��اقب لا�ا لا�نا

قد�ثدااقبا�للااθا�ااقبقد�ااقباو�اقبا�����االا�تاقثداضا
قبقد�ااθادقبا��اxااد�ا�اق�ثلاابداا ��ماوا�لاقب�دقلا

θقد�اااقبامتملاا ج

 :(unit circle)  دارة الوحدة
 �مااق ج اا�دم�إ ماالااقبا��ث��اق ���ق�ا��ااوق���ام��

���ا�م��ااد���ادق��لا�د

 :(periodic function)  الدالة الدورية
�ااوقباا�املتدااقبللاااالا��ااا���ق�ااااتالث�قتام�ثااا

مثثابلا

 :(trigonometric ratio)  المثلثية الن�سبة 
قد�ااقب�اقب االااقبامتتلل�باا�الاا� ا�ناال��

  الدوال المثلثية للزوايا
 :(trigonometric functions of general angles)

بث�اθاقد�اام���ماالااقب��اقب لا�ا د� اقب� مااP( x, y )ا
 r اتا�تاقثدا�داااا�ثلاالا��االلما��ا�ا�اق��ماوا
)قبا��الااماقب� مااPاق�با مااق ج�(ااا�ثلاالاقب��لاا

   y   2		+	 x   2			√			r  =ااد���ناقب�دقلاقبامتملااقب��ابتقد�ااθامل�لاا
إااا�اج�ا

  sin θ =   
y

 _ 
r
     cos θ	=			x _ 

r
  

  tan θ	=			
y

 _ 
x

   , x 	≠	0   csc θ	=			r _ 
y

   , y 	≠	0

   sec θ	=			r _ 
x

   , x 	≠	0    cot θ =   x _ 
y

   , y ≠ 0

y

x
x

y

O

P(x, y)
r

θ

التهية للوحدة 1

ا� اق����تااق �ثلا�اقب�اقجااقج


ا، وإذا لم يكن ذلك ممكنًا  حلّل كل عبارة فيما يأتي تحليلًا تامًّ

  فاكتب "أولية".
5x2 - 20 	2) 	  -16a2 + 4a 	1) 	

2y2 - y - 15 	4) 	  4x2 - x + 6 	3) 	

هند�سة: مساحة قطعة ورقية مستطيلة الشكل هي:  	5) 	
،(x + 4) cm  :إذا كان طول القطعة .(x 2 + 6x + 8)  cm  2 

فما عرضها؟ا
 من المعادلات الآتية باستعمال التحليل: حُلّ كلاًّ

  x2 + 2x - 35 = 0 	7) 	   x2 + 6x = 0 	6) 	

  x 2 - 7x + 12 = 0 	9) 	   x2 - 9 = 0 	8) 	

حدا: قامت ليلى بتخصيص  	10) 	
حوض مستطيل الشكل لزراعة 
الورود في منزلها. إذا علمت أن 
مساحة الحوض  ft  2  42 ، وبعديه 
 x عددان صحيحان ، فأوجد قيمة

الممكنة. 

أوجد القيمة الدقيقة لكل دالة مثلثية فيما يأتي:

cos 225° 	12) 	sin 45° 	11) 	

sin 120° 	14) 	tan 150° 	13) 	

اأبرا: يقف راشد أمام برج كما  	15) 	
في الشكل المجاور. ما ارتفاع 

  البرج؟

(x + 1) ft

x ft

30°

36m
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المتطابقات المثلثية 
Trigonometric Identities

الما
تُسمّى كمية الضوء الساقطة من مصدر ضوئي على سطح، الاستضاءة (E). وتقاس 
الاسـتضاءة بوحدة قدم / شـمعة، وترتبط بالمسافة R مقيسة بالأقدام بين المصدر 
sec θ ، حيث I شـدة إضاءة المصدر مقيسـة  =   I _ 

 ER  2 
الضوئـي والسـطح بالعلاقة   

بالشـمعة، و θ هـي الزاويـة بين شـعاع الضوء والمسـتقيم العمودي على السـطح 
)الشاشـة(، وتسـتعمل هـذه العلاقة فـي التطبيقـات الضوئية والبصريـة كالإضاءة 

والتصوير.

 تكون المعادلة متطابقة إذا تساوى طرفاها لجميع قيم المتغيرات فيها. فمثلًا:  المتطابقات المثلثية الاأ�سا�سية:
 x  2  - 9 = ( x + 3 ) (x - 3) متطابقة؛ لأن طرفيها متساويان لجميع قيم x، والمتطابقة المثلثية هي متطابقة تحوي 

ا يثبت خطأ المعادلة ، فالمعادلة عندئذٍ لا تكون متطابقة. دوال مثلثية.وإذا وجدت مثالًا مضادًّ

قباثماا اتاقب���للاtan θ =   sin θ _ 
cos θ

   , cos θ ≠ 0cot θ =   cos θ _ 
sin θ

   , sin θ ≠ 0  

��مثماا اتاقبا تsin θ =   1 _ 
csc θ

    , csc θ ≠ 0

cos θ =   1 _ 
sec θ

    , sec θ ≠ 0

tan θ =   1 _ 
cot θ

    , cot θ ≠ 0

csc θ =   1 _ 
sin θ

    , sin θ ≠ 0  

sec θ =   1 _ 
cos θ

    , cos θ ≠ 0  

cot θ =   1 _ 
tan θ

    , tan θ ≠ 0  

��مثماا اتاللما cos  2  θ +  sin  2  θ = 1

 tan  2  θ + 1 =  sec  2  θ

 cot  2  θ + 1 =  csc  2  θO

1sin θ

cos θ

θ

(cos θ, sin θ)

cos2 θ + sin2 θ = 1 

x

y

مثماا اتاقبقد�ثلا
قباثثامثل

sin  (  π _ 
2
   - θ)  = cos θ

cos  (  π _ 
2
   - θ)  = sin θ

tan  (  π _ 
2
   - θ)  = cot θ

r

x

y

sin θ =     =  cos(     -θ)y
r

tan θ =     =  cot(     -θ)
y
x

θ

- θ

π
2

π
2

π
2

مثماا اتاقب�دقلاقبدلاا
دقب�دقلاقبا�و�ا

sin (-θ) =	-sin θ

cos (-θ) = cos θ

tan (-θ) =	-tan θ

y

O x

(x, y)

(x, -y)

- θ
θ

sin θ = y
cos θ = x

sin (-θ) = -y
cos (-θ) = x

اإلالااق��ماوا�لاقب�دقلا ��و
 قبامتملا

قج�ثلااقباثماا اتا  
قبامتملاا ��ماوا�لاقب�دقلا

قبامتملا
قج�ثلااقباثماا اتا  

اقبللا�قتقبامتملاابثل��ل

قباثماا ا
identity

قباثماا ااقبامتملا
trigonometric identity

قباثماا اتاقب���للا
quotient identities

مثماا اتاقبا ت��
resiprocal identities

��مثماا اتاللما
pythagorean identities

مثماا اتاقبقد�ثلا
قباثثامثل

cofunction identities

مثماا اتاقب�دقلاقبدلاا
دقب�دقلاقبا�و�ا

odd-even identities

المتطابقات المثلثية 
Trigonometric Identities

θ



R

المتطابقات المثلثية الاأ�سا�سية


متطابقات الزاويتين 

  المتتامتين:
�ا�اإثاااامثماا اتا
قبقد�ثلاقباثثامثلا
اتاإااا�تا��ااب

 sin (90°-θ) = cos θ



11   قباثماا اتاقبامتملاا الدر�س 1 - 1

 _ cot θ =   cos θ  ؛ لإيجاد القيم الدقيقة للدوال المثلثية، كما 
sin θ

يمكنك استعمال المتطابقات الأساسية، والمتطابقة   
يمكنك إيجاد قيم تقريبية لها باستعمال الحاسبة البيانية.

. 90° < θ < 180° ، sin θ =   1 _ 
4
 cos θ، إذا كان    أوجد القيمة الدقيقة لِـ  )a 	

= 1cos2 θ + sin2 θ��مثماا اتاللما

= 1 -  sin  2  θcos2 θاإياقبم�للام sin  2  θا�ق

= 1 -   (  1 _ 
4
  )   

2
 cos2 θsin θاام  �1   ا _ 

4
    �ا

= 1 -   1 _ 
16

  cos2 θ   1 _ 
4
اا��ماوام�ااقبل�و    

=   15 _ 
16

   cos2 θ�ق

= ±    
√  15  

 _ 
4
  cos θاقبث�اللااب�ياقبم�لل�اقبم�

. cos θ = -     
√  15  

 _ 
4
وبما أن θ تقع في الربع الثاني، فإن cos θ تكون سالبة ، ولذلك فإن     	

استعمل الحاسبة لإيجاد الإجابة التقريبية. 	:التحق
si n  -1    1 _ 

4
أوجد    الخطوة 1:	

ق�ثلااقبا�لا   sin   -1    1 _ 
4
   ≈ 14.48° 	

. θ ≈ 180° - 14.48° = 165.52° 90 ، فإن° < θ < 180° لأن 	

cos θ أوجد الخطوة 2:	
عوض عن θ بـ 165.52°  	
cos 165.52° ≈ -0.97 	

قارن الإجابة مع القيمة الدقيقة. الخطوة 3:	

-     
√  15  

 _ 
4
   ≈ -0.97 	

✓  -0.968 ≈ -0.97 	

cot θ =	-			3 _ 
5
   ; 270° < θ < 360° إذا كان csc θ  أوجد القيمة الدقيقة لِـ  )b 	

=  csc   2  θcot2 θ + 1��مثماا اتاللما

=  csc   2  θ (-   3 _ 
5
  ) 

2
 + 1cot θاام  �- ا	3   _ 

5
   �ا

=  csc   2  θ  9 _ 
25

   + 1-				3 _ 
5
اا��ماوام�ااقبل�وا  

=  csc   2  θ  34 _ 
25

     9 _ 
25

   + 1 =   9 _ 
25

  	+			25 _ 
25

  	=			34 _ 
25

  

= csc θ±     
√  34  

 _ 
5
  اقبث�اللاابتم�لل�اقبم�

. csc θ = -     
√  34  

 _ 
5
وبما أن θ تقع في الربع الرابع، فإن csc θ سالبة، ولذلك     	

من فهم تحق
  . 270° < θ < 360° ، cos θ =   1 _ 

3
أوجد القيمة الدقيقة لـِ sin θ إذا كان     )1A	

     . 180° < θ < 270° ، sin θ = -   2 _ 
7
أوجد القيمة الدقيقة لـِ sec θ إذا كان     )1B	

1ا�ستعمال المتطابقات المثلثية


 :الاأربا

���اا�اقبم�دلاقجواااتا
�اقجاقب���اقبامتملاا إ�

م�لا  دقج�داا�ابلاالااإا
 1,2,3,4�اق ج�اااما�

-+الدالة
sin θ1 , 23 , 4

cos θ1 , 42 , 3

tan θ1 , 32 , 4

csc θ1 , 23 , 4

sec θ1 , 42 , 3

cot θ1 , 32 , 4
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تب�سي العبارات المثلثية: تبسيط العبارات الرياضية التي تحتوي على الدوال المثلثية، يعني إيجاد قيمة عددية 
للعبارة ، أو كتابتها بدلالة دالة مثلثية واحدة فقط، إن أمكن.

. sin θ csc θ _ 
cot θ

بسّط العبارة :      

=   
sin θ   1 _ 

sinθ
   
  __ 

   1 _ 
tan θ

  
    sin θ csc θ _ 

cot θ
  csc θ	=	  1 _ 

sin θ
   , cot θ	=	  1 _ 

tan θ
  

=   1 _ 
  1 _ 
tan θ

  
    sin θ _ 

sin θ
  	=	1

=   1 _ 
1
   ·   tan θ _ 

1
   = tan θ  a _ 

b
  	÷			c _ 

d
  	=			a _ 

b
  	·			d _ 

c
  

من فهم تحق
  sec θ _ 
sin θ

  (1 -  cos  2  θ)  )2B 	   tan  2  θ  csc  2  θ - 1  __ 
 sec  2  θ

   )2A	

تبسيط العبارات المثلثية يمكن أن يكون مفيدًا في حل مسائل من واقع الحياة.

الا�ستساءة: ارجع إلى فقرة " لماذا؟ " في بداية الدرس. 
.E    _ sec θ =   I بالنسبة لِـ

 ER  2 
حل المعادلة     )a 	

=   I _ 
ER2

  sec θتلا�قبالاوبااق ج

=    I _ 
R2

  E sec θEالاااإياقبم�لل���ق

=    I _ 
R2

  E   1 _ 
cos θ

  		sec θ =   1 _ 
cos θ

  

=   I cos θ _ 
R2

  Ecos θالاااإياقبم�لل���ق

ر إجابتك.  __ I tan θ cos θ			=	 R  2  ؟ فسِّ
E

  هل المعادلة في الفرع a تكافئ المعادلة    )b 	

=   I tan θ cos θ _ 
E

   R  2 تلا�قبالاوبااق ج

= I tan θ cos θ ER  2 Eالاااإياقبم�لل���ق

=   I tan θ cos θ _ 
 R  2 

  E R  2 اااتاإياقبم�لل���ق

=   
I   sin θ _ 

cos θ
   cos θ
 _ 

 R  2 
  Etan θ	=			sin θ _ 

cos θ
  

=   I sin θ _ 
 R  2 

  E ��ا

 _ E =   I sin θ ، بينما المعادلة 
 R  2 

 _ R  2  =   I tan θ cos θ تبسّط إلى:   
E

المعادلتان غير متكافئتين؛ فالمعادلة       	

. E =   I cos θ _ 
 R  2 

في الفرع )a( تكتب على الصورة:   

من فهم تحق
 τ = F r sin θ . في ذراعها، ويعطى بالمعادلة (F) يساوي حاصل ضرب القوة (τ) تعلم أن مقدار العزم  )3 	

.(F) أعد كتابة المعادلة السابقة بدلالة

2العبارة المثلثية تب�سي 
تب�سي العبارة المثلثية 

ا��ا�ل��لاقبللا�قتاقبامتملاا
���ناماق ج�داااو�اقجنا

��ثا��دواقبللا��االلداا
ا� با قبمل( sinθ) اد / قجدا
(cosθ ) اقبثاالا� باا

33 الريا�سية سيعادة كتابة الا

قبا�قا�ااقب �ماضا�اقجدلاماا�ا
���ا�اقبامتمات د�اا��ابا
اتاا�اضاق ج��قماتاقبمي�ا� ا

�ااتااضاقبا��تالاماال��ا �
  مااب��اقب��ل�قاق ج�دد

ااق� دإانا اام��ث ي ااتال�دقج
  ابل����اقبا�اقجدقم

  تا��دقب ااقبلثاقجا�اال� ق
ا��اقبم��ل�اقب��د
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ا)ممالا1( أوجد القيمة الدقيقة لكل من النسب المثلثية الآتية:

     0° < θ < 90° ، cot θ = 2 إذا كان ، tan θ  	

       0° < θ < 90° ، cos θ =   2 _ 
3
csc θ ، إذا كان     	

  270° < θ < 360° ، cos θ =   5 _ 
13

sin θ ، إذا كان      	

      270° < θ < 360° ، tan θ = -1 إذا كان ، sec θ  	

    180° < θ < 270° ، sec θ = -3 إذا كان ، tan θ  	

      180° < θ < 270° ، cot θ =   1 _ 
4
csc θ ، إذا كان     	

      90° < θ < 180° ، sin θ =   4 _ 
5

cos θ ، إذا كان     	

            sin θ < 0 ، sec θ = -   9 _ 
2

cot θ ، إذا كان     	

ا)ممالا2( 	 ط كل عبارة مما يأتي: بسِّ

   csc  2  θ -  cot  2  θ 	 	tan θ  cos  2  θ  	

sec θ  tan  2  θ + sec θ 	 	      cos θ csc θ _ 
tan θ

   	

  sin  (  π _ 
2
   - θ) sec θ 	 	   sin θ (1 +  cot  2  θ)  	

  (1 + sin θ)(1 - sin θ ) 	 	     
cos (-θ)

 _ 
sin (-θ)

   	

csc θ -cos θ  cot θ 	 	  2 - 2 sin2 θ  	

	عندما يمر الضوء من خلال عدسة مستقطبة للضوء، فإن  بسريات: 	 	
شدة الضوء المار بهذه العدسة سيقل بمقدار النصف، ثم إذا مرّ 

الضوء بعدسة أخرى بحيث يكون محور هذه العدسة يصنع زاوية 
قياسها θ مع محور العدسة الأولى، فإن شدة الضوء تقل مرة أخرى. 
= I ،  حيث  I0 -   

I0 _ 
 csc  2  θ

يمكننا إيجاد شدة الضوء باستعمال الصيغة   

I0 شدة الضوء القادمة من العدسة الأولى المستقطبة، I هي شدة 
الضوء الخارجة من العدسة الثانية، θ الزاوية بين محوري 

ا)ممالا3( العدستين.
1

2

1



2

θ

  cos θ بسّط الصيغة بدلالة 	)a 	

استعمل الصيغة المبسطة؛ لمعرفة شدة الضوء المار بالعدسة  	)b 	
الثانية بدلالة شدة الضوء قبل المرور بها إذا كان محور العدسة 

الثانية يصنع زاوية قياسها °30 مع محور العدسة الأولى.

 e ترتبط قدرة كل جسم على امتصاص الطاقة بعامل	 ال�سم�س: 	 	
يُسمّى قابلية الامتصاص للجسم. ويمكن حساب قابلية الامتصاص 
= e ، حيث W معدل امتصاص جسم     W sec θ _ 

AS
باستعمال العلاقة    

الإنسان للطاقة من الشمس، و S  مقدار الطاقة المنبعثة من الشمس 
بالواط لكل متر مربّع، و A المساحة السطحية المعرّضة لأشعة 

الشمس، و θ الزاوية بين أشعة الشمس والخط العمودي على الجسم.
 .W  ِحل المعادلة بالنسبة لـ 	)a 	

  e = 0.80 , θ = 40° , A = 0.75 إذا كانت W أوجد 	)b 	
   ب إلى أقرب جزء من مئة(.  S = 1000 W/ m  2 . )قرِّ

	في هذه المسألة، سوف تستعمل الحاسبة   تمثيلات متعددة: 	 	
البيانية ؛ لتحدد ما إذا كانت معادلة ما تمثِّل متطابقة مثلثية أم لا. هل 
	 تُمثّل المعادلة:  tan  2  θ -   sin  2  θ =   tan  2  θ   sin  2  θ متطابقة؟

ا: أكمل الجدول الآتي. جدوليًّ 	)a 	

θ 0° 30° 45° 60°

 tan  2  θ -  sin  2  θ

 tan  2  θ  sin  2  θ
	 	

 من طرفي المعادلة   ا: استعمل الحاسبة البيانية لتمثل كلاًّ بيانيًّ 	)b 	
tan  2  θ -   sin  2  θ =  tan  2  θ  sin  2  θ كدالة ، بيانيًّا.

ا: "إذا كان التمثيلان البيانيان لدالتين متطابقين ؛ فإن  تحليليًّ 	)c 	
 )b) المعادلة تمثِّل متطابقة". هل التمثيلان البيانيان في الفرع

متطابقان؟
ا: استعمل الحاسبة البيانية لمعرفة ما إذا كانت المعادلة:   تحليليًّ 	)d 	
sec  2  x - 1 =  sin  2  x  sec  2  x تمثِّل متطابقة أم لا. )تأكد أنّ 

الحاسبة البيانية بنظام الدرجات(

	يتزلّج شخص كتلته m في اتجاه أسفل هضبة  التزلّ عل الجليد: 	 	
ثلجية بزاوية قياسها θ درجة وبسرعة ثابتة. عند تطبيق قانون نيوتن في 

مثل هذه الحالة ينتج نظام المعادلات الآتي: 

θ

 g حيث ، 	 F  n  - mg cos θ = 0 , mg sin θ - µ k  F  n  = 0 	 	
تسارع الجاذبية الأرضية، و  F  n  القوة العمودية المؤثّرة في المتزلج،  
.θ كدالة في µ k معامل الاحتكاك. استعمل هذا النظام لتكتب µ  k  و



1)

2)

3)

4)

5)

6)

7)

8)

10) 9)

12) 11)

14) 13)

16) 15)

18) 17)

19)

20)

21)

22)
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 مما يأتي: بسّط كلاًّ

  
sec θ sin θ + cos  (  π _ 

2
   - θ) 
  __  

1 + sec θ
  	 	  

cos  (  π _ 
2
   - θ)  - 1

  __  
1 + sin (-θ)

   


	تحاور سعيد وأحمد حول معادلة في الواجب  اكت�سف الخطاأ: 	 	
ب 10 قيم للمتغير  المنزلي، فقال سعيد: إنها متطابقة، حيث جرَّ

وحققت جميعها المعادلة فعلًا، بينما قال أحمد: إنها ليست متطابقة، 
حيث استطاع إيجاد قيمة للمتغير لا تتحقق عندها المعادلة. أيهما 

ر إجابتك. كانت إجابته صحيحة؟ فسِّ

ا يبيّن أنّ: sin x = cos x - 1 ليست  	أوجد مثالًا مضادًّ : تحدٍّ 	 	
متطابقة.

ح كيف يمكن إعادة كتابة معادلة الاستضاءة الموجودة  	وضِّ تبرير: 	 	

.cos θ =    ER  2  _ 
I
في فقرة " لماذا؟" في بداية الدرس، على الصورة:  

	بيّن كيف تستعمل نظرية فيثا غورس لإثبات صحة  اكتب: 	 	
cos  2  θ +  sin  2  θ = 1.  :المتطابقة

	برهن أنّ tan (-a) = -tan a تمثِّل متطابقة. برهان: 	 	

	اكتب عبارتين تكافئ كل منهما العبارة: م�ساألة مفتوحة: 	 	
tan θ sin θ

	بيِّن كيف يمكنك استعمال القسمة لإعادة كتابة المتطابقة   تبرير: 	 	
sin  2  θ +   cos  2  θ = 1 على الصورة:

1 +  cot  2  θ =  csc  2  θ 

ط كل من محمد وسامي المقدار 	بسِّ اكت�سف الخطاأ: 	 	
ر إجابتك. 	 	كما يأتي. أيهما كانت إجابته صحيحة؟ برِّ 	


   sin  2  θ _ 

 cos  2  θ +  sin  2  θ
   

=    sin  2  θ _ 
 cos  2  θ

   +    sin  2  θ _ 
 sin  2  θ

           

=  tan  2  θ + 1            
=  sec  2  θ            



   sin  2  θ _ 
 cos  2  θ +  sin  2  θ

   

 =    sin  2  θ _ 1             
=  sin  2  θ           



  ؟
̶̶

 DF  فما طول ، cos D = 0.8  في الشكل أدناه، إذا كان  	

4 DE

F

3.2 	C  5 	A 	

10 	D  4 	B 	

  إذا كان sin x = m  وَ  x < 90° > 0 ، فما قيمة tan x؟  	

  1 _ 
 m  2 

  	A 	

  m   
 
 √   1- m  2    

 _ 
 1- m  2 

  	B 	

  1- m  2  _ m  	C 	

  m _ 
1- m  2 

  	D 	

24) 23)

25)

26)

27)

28)

29)

30)

31)

32)    sin  2  θ __  
 cos  2  θ +  sin  2  θ

     	

33)

34)
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ابات سحة المتطابقات المثلثية
Verifying Trigonometric Identities

الما
عندما ركض عبدالله في مسار دائري نصف قطره R، لاحظ أن جسمه لا يكون 
θ ا على الأرض، بل يميل عن الخط العمودي بزاوية حادّة غير سالبة هي عموديًّ

 _ tan θ =   v 2 ، حيث g تسارع 
gR

تُسمى زاوية الميل، ويمكن وصفها بالمعادلة:   
الجاذبية الأرضية، و v سرعة العداء.

كما توجد معادلات أخرى يمكن أن تصف زاوية الميل بدلالة دوال مثلثية 
. 0 ≤ θ ≤ 90° حيث ، sin θ =   v 2 _ 

gR
   cos θ :أخرى، كالمعادلة

هل تختلف هاتان المعادلتان كليًّا عن بعضهما بعضًا، أم أنهما صيغتان للعلاقة 
نفسها؟ 

تحويل اأحد طرف المتطابقة: يمكن استعمال المتطابقات المثلثية الأساسية بالإضافة إلى تعريف الدوال المثلثية 
لإثبات صحّة المتطابقات. وجدير بالذكر أن إثبات صحة المتطابقة المثلثية، يعني إثبات صحتها لقيم θ جميعها.

اقج��ا�لااقباثماا اا�ثا���لاقبم�لانامث��اد�لادلااقبلاو�ا���ناماق ج�داقبل�ضااابم�ا ��ا
ق �ق جإم�ا�ل ل

    sin2 θ	_	
1 - cos θ

		 = 1 + cos θ أثبت صحة المتطابقة

  sin2 θ _ 
1 - cos θ

قبم�اق ج����	 

=    sin  2  θ _ 
1 - cos θ

   ·   1 + cos θ _ 
1 + cos θ

  1 + cos θالااادقبا ا��اقبلام اإي���ق

=   
 sin  2  θ (1 + cos θ)

  __  
1 - cos2 θ

  (1 + cos θ)(1 - cos θ) = 1 -  cos  2  θ

=   
 sin  2  θ (1 + cos θ)

  __ 
sin2 θ	

	 	 sin  2  θ = 1 -  cos  2  θ

= 1 + cos θ  ✔ sin  2  θاااتادقبا ا��اقبلام اإي���ق

الطرف الأيمن = 

من فهم تحق
. cot  2  θ -  cos  2  θ =  cot  2  θ  cos  2  θ     )1 	

و��اإلالااق�ثلاالا
قباثماا اتا ��ماوا�لا

	 قبللا�قتاقبامتملااد�ل��لمدا

قج�لا�ااقباثماا اا  
قبامتملاااث��اقج��ا
�� اقللدااق�ب�

قج�لا�ااقباثماا اا  
قبامتملاااث��اإيا

ا��دااقبللا��اللدااق�ب�

ابات سحة المتطابقات المثلثية
Verifying Trigonometric Identities

لال تحويل اأحد طرفيها سحة متطابقة من باتا

1لال تحويل اأحد طرفيها سحة المتطابقة من باتا


ابات سحة متطابقة 
���ا�ت�لاقج���ا ��لاتا
قجناقبم�اق ج����ا���ادا
قبم�اق ج�االااقبامالا

(1)ا��



 قباثماا اتادقبالاو تاقبامتملا  الوحدة 1 16

عند حل أسئلة الاختيار من متعدد في المتطابقات، لا بد من تحويل العبارة المعطاة حتى تطابق أحد البدائل.

 _ cos θ csc θ  ؟
tan θ

أي مما يأتي يكافئ العبارة     

 cot  2  θ 	C  cot θ 	A 	

 csc  2  θ 	D  csc θ 	B 	

اقراأ فقرة الاتبار

المطلوب إيجاد عبارة مكافئة للعبارة الأصلية. لاحظ أن جميع البدائل المعطاة تتضمّن إما cot θ أو csc θ. لذا 
 مثلثية أخرى.  دوالَّ اعمل على أن تستبدل بالدوالِّ

لّ فقرة الاتبار ح

حوّل العبارة المعطاة حتى تطابق إحدى البدائل.

=   
cos θ   1 _ 

sin θ
  
 _ 

  sin θ _ 
cos θ

  
    cos θ csc θ _ 

tan θ
  csc θ =   1 _ 

sin θ
   , tan θ =   sin θ _ 

cos θ
  

=   
  cos θ _ 
sin θ

  
 _ 

  sin θ _ 
cos θ

  
  ���ق

=   cos θ _ 
sin θ

   ·   cos θ _ 
sin θ

  ��ااابلا��ادقاقبا اق�ت

= cot θ · cot θcot θ =   cos θ _ 
sin θ

  

=  cot  2  θ���ق

.C الجواب هو

من فهم تحق
  أي مما يأتي يكافئ العبارة tan  2  θ ( cot  2  θ -  cos  2  θ )  ؟  )2 	

 cos  2  θ 	C   cot  2  θ 	A 	

 sin  2  θ 	D   tan  2  θ 	B 	

 2 2 2


  التاأكد من الاجابات

إاا�ث اما�اا�تا
�داالاا �اداθاق�ث�ا�لاااب
قبللا��اقبم����� ا�ا�داا
اا�ااثاا��ا�ل���ا�لااا

تلا�الااقبللا��اق جθ
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تحويل طرف المتطابقة: في بعض الأحيان يكون من الأسهل أن تُحوّل كل طرف في المتطابقة بصورة منفصلة 
إلى صورة مشتركة. والاقتراحات الآتية ربما تكون مفيدة في إثبات صحة المتطابقات المثلثية:

لا�ا�اقباثماا اتاقبامتملااق جاقبللا��ااا �لاو�ام ��ا  •

ا��داااابللا��اقبامتملااادقبا ا��اقبلام اإي���اقجداقت�  •

�ا���اقبا��ثما�ااإ ��اا�ا الاقبثاالد  اقبملاماا� بااإ�ااإقإث  •

•  ا��ااقجاااتلا )ا��� �  ���اا(ااتا�لااقبالاوبااقبثاا�متاق��لاتاقجداامثماا ا  جنا
اقبالاو تااتاقباثماا اتاإااا��ملااتاقبا��ادق�ا ا��مل��ا���

cos θ cot θ = csc θ - sin θ أثبت صحة المتطابقة

ط الطرف الأيسر نبسِّ

cot θ =   cos θ _ 
sin θ

  cos θ cot θ = cos θ .   cos θ _ 
sin θ

  

���ق =   co s  2  θ _ 
sin θ

  

ط الطرف الأيمن نبسِّ

csc θ =   1 _ 
sin θ

  csc θ - sin θ =   1 _ 
sin θ

   - sin θ

�ق =   1- sin  2  θ _ 
sin θ

  

si n  2  θ + co s   2  θ = 1 =   co s  2  θ _ 
sin θ

  

بما أن الطرفين يساويان المقدار نفسه،	فالطرفان متساويان.

من فهم تحق
.csc  2  θ -  cot  2  θ = cot θ tan θ    )3 	

سحة المتطابقات باتاقتراحات لا

3لال تحويل كلا طرفيها سحة المتطابقات من باتا 
تب�سي الطرفين 

��لاااتلااق��لاتا�اا
ا  اقبث ااتلا قباثماا ا
ما�اقبالاوباادما��اا

�ا��اق�ثلاالاااتلاا
الاا�ل��لاقج��ا  قبث

قبم�للاقجداإتلدااابت���لا
ق�دااقبللا��اات

ا)ممالا1(  من المتطابقات الآتية: أثبت صحة كلٍّ

cos2 θ + tan2 θ cos2 θ = 1  	

cot θ (cot θ + tan θ) = csc2 θ  	

1 + sec2 θ sin2 θ = sec2 θ  	

sin θ sec θ cot θ = 1  	

  1 - cos θ _ 
1 + cos θ

   = (csc θ - cot θ)2  	

  1 - 2 cos2 θ _ 
sin θ cos θ

   = tan θ - cot θ  	

  tan θ =   sec θ _ 
csc θ

 	

cos θ = sin θ cot θ  	

(sin θ - 1)(tan θ + sec θ) = -cos θ  	

cos θ cos (-θ) - sin θ sin (-θ) = 1  	

 _ tan2 θ + 1  ؟
tan2 θ

	أي عبارة مما يأتي تكافئ العبارة      اتيار من متعدد: 	 	

  ا)ممالا2(

 cos  2  θ 	C   sin  2  θ 	A 	

 csc  2  θ 	D   tan  2  θ 	B 	



1)

2)

3)

4)

5)

6)

7)

8)

9)

10)

11)
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	)ممالا3(  من المتطابقات الآتية: أثبت صحة كلٍّ

sec θ - tan θ =   1 - sin θ _ 
cos θ

   	

  1 + tan θ __ 
sin θ + cos θ

   = sec θ  	

sec θ csc θ = tan θ + cot θ  	

sin θ + cos θ =   2 sin2 θ - 1 __ 
sin θ - cos θ

   	

(sin θ + cos θ)2 =   2 + sec θ csc θ  __ 
sec θ csc θ

   	

  cos θ _ 
1 - sin θ

   =   1 + sin θ _ 
cos θ

   	

csc θ - 1 =   cot2 θ _ 
csc θ + 1

   	

csc2 θ - cot2 θ = sec2 θ - tan2 θ  	

sin θ cos θ tan θ + cos2 θ = 1  	

sec θ -cos θ = tan θ sin θ  	

csc2 θ = cot2 θ + sin θ csc θ  	

  sec θ - csc θ __ 
csc θ sec θ

   = sin θ - cos θ  	

 يُبيّن الشكل المجاور إحدى  األعاب: 	 	
الألعاب. فعندما تدور الكرة حول العمود 
بسرعة زاوية ω )الإزاحة الزاويّة مقسومة 
على الزمن المستغرق(، فإنها تكوّن مع 
الحبل شكلًا مخروطيًّا. إذا علمت أن 
العلاقة بين طول الحبل L والزاوية 

المحصورة بين الحبل والعمود θ تُعطى 
L ، حيث g تسارع  =   

g sec θ
 _ 

ω2   :بالصيغة

 L =   
g tan θ

 _ 
ω 2 sin θ

الجاذبية الأرضية ويساوي  m/s2 9.8، فهل الصيغة   

هي أيضًا تُمثّل العلاقة بين L , θ ؟ وضح إجابتك.

	مضمار سباق نصف قطره m 16.7. إذا ركض أحد العدّائين  جري: 	 	

 ، 1 _ 
4
      في هذا المضمار، وكان جيب زاوية ميله θ يساوي

فأوجد سرعة العدّاء.
ق��ي�او أوجد cos θ أولًا، ثم استعمل صيغة زاوية الميل الواردة في 

فقرة " لماذا؟ " .

 من العبارات الآتية، لتحصل على الناتج 1  أو  1-  : بسّط كلاًّ

  cot (-θ) tan(-θ )  	

  sin θ csc (-θ )  	

	   sin  2  (-θ) +  cos  2  (-θ )  	

sec (-θ ) cos (-θ )  	

 sec  2  (-θ) -  tan  2  (-θ )  	

cot (-θ ) cot  (  π _ 
2
   - θ)  	

cos (-θ ) sec θ  	

sin (-θ ) csc θ  	

 مما يأتي إلى قيمة عددية، أو إلى دالة مثلثية أساسية: بسّط كلاًّ

  
tan  (  π _ 

2
   - θ) csc θ

  __ 
 csc  2  θ

   	

  1 + tan θ
 _ 

1 + cot θ
   	

   sec  2  θ -  tan  2  θ  __  
 cos  2  x +  sin  2  x

   	

tan θ cos θ  	

cot θ tan θ  	

sec θ sin  (  π _ 
2
   - θ)  	

( sec  2  θ +  csc  2  θ) - ( tan  2  θ +  cot  2  θ)  	

	عند إطلاق الألعاب النارية من سطح الأرض، فإن ارتفاع  فيزياء: 	 	
الألعاب y والإزاحة الأفقية x ترتبطان بالعلاقة: 

، حيث  v  0  هي السرعة الابتدائية  y =   
 -gx  2 
 _ 

2  v  0   2   cos  2  θ
   +   x sin θ _ 

cos θ
  

للمقذوفات، θ زاوية الإطلاق، g تسارع الجاذبية الأرضية . أعد كتابة 
.tan θ  هذه العلاقة بحيث لا تظهر فيها نسب مثلثية سوى

y

x
θ

12)

13)

14)

15)

16)

17)

18)

19)

20)

21)

22)

23)

O

L

P

θ

ω

S

24)

25)

26)

27)

28)

29)

30)

31)

32)

33)

34)

35)

36)

37)

38)

39)

40)

41)
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	عند مرور تيار متردّد من خلال مقاومة R ، فإن القدرة  الترونيات: 	 	
 f حيث ، P =   I  0   2 R  sin  2  2π f t :من الثواني تُعطى بالصيغة t بعد P

التردد ،  I  0  أعلى قيمة للتيار.

.  cos  2  2π f t اكتب صيغة للقدرة بدلالة 	)a 	

.  csc  2  2π f t اكتب صيغة للقدرة بدلالة 	)b 	

	في هذه المسألة ، ستكتشف طريقة حل   تمثيلات متعددة: 	 	
. 1= 2 sin x معادلة مثل

ا: أعد كتابة المعادلة السابقة  بحيث تكون sin x فقط في  جبريًّ 	)a 	
أحد الطرفين.

 من طرفي المعادلة  ا: مستعملًا الحاسبة البيانية، مثِّل كلاًّ بيانيًّ 	)b 	
0 ≤x < 2 π بيانيًّا كدالة في المجال)a) التي أوجدتها في الفرع
وفي المستوى الإحداثي نفسه. ثم حدد جميع نقاط التقاطع 

وأوجد قيم x بالراديان. بينهما،

طرفـي  مـن    كلاًّ البيانيـة، مثِّـل  الحاسـبة  ا: مسـتعملًا  بيانيًّ 	)c 	
المعادلـة التـي أوجدتها فـي الفـرع (a( بيانيًّا، كدالة فـي المجال  
π < x < 2 π 2- وفـي المسـتوى الإحداثـي نفسـه، ثـم حـدد 

جميع نقاط التقاطع بينهما ، وأوجد قيم x بالراديان.

ن الصيغة العامة لحلول المعادلة. وضح إجابتك. ا: خمِّ لفظيًّ 	)d 	


 حدّد المعادلة المختلفة عن المعادلات  اكت�سف المختلف: 	 	

الثلاث الأخرى. وضح إجابتك.

 sin  2  θ	+		cos  2  θ	=	11	+		cot  2  θ	=		csc  2  θ

 sin  2  θ	-		cos  2  θ	=	2  sin  2  θ tan  2  θ	+	1	=		sec  2  θ 

	بيّن لماذا تُعدّ sin  2  θ +  cos  2  θ = 1  متطابقة، ولكن  تبرير: 	 	

sin θ ليست متطابقة. =   √  1 - cos θ  

	يجد زميلك صعوبة في برهنة متطابقة مثلثية تتضمن  : الااكتب �سو 	 	
قوى دوال مثلثية. اكتب سؤالًا قد يساعده في ذلك.

	اكتب موضحًا لماذا يُفضل إعادة كتابة المتطابقات المثلثية  اكتب: 	 	
بدلالة الجيب (sin θ) وجيب التمام (cos θ) في معظم الأحيان.

	إذا علمت أن α, β زاويتان متتامتان، فبرهن أن: : تحدٍّ 	 	
. cos  2  α +  cos  2  β = 1

	برهن صحة متطابقتي فيثاغورس الثانية والثالثة. تبرير: 	 	



، cos θ تيار من متعدد: أي مما يأتي لا يكافئا  	

   _ θ <   π > 0 ؟
2
حيث   

cot θ sin θ 	C    cos θ __ 
cos 2θ+sin2θ

  	A 	

tan θ csc θ 	D    1-sin2 θ _ 
cosθ

  	B 	

�سوال و اجابة قسيرة: أثبت أن المعادلة التالية تمثِّل متطابقة:  	
si n  3  θ cos θ + co s  3  θ sin θ = sin θ cos θ

42)

43)

44)

45)

46)

47)

48)

49)

50)

51)
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المتطابقات المثلثية للمجمو وللفرق
Sum and Difference Identities

الما
هل اسـتعملت مزود الإنترنت اللاسـلكي وفقدت الإشارة بينما كنت 
تسـتعمله؟ تُسـبّب الموجات التي تمر من المكان نفسـه، وفي الوقت 

نفسه تداخلًا. 

ويحدث التداخل عندما تتلاقى موجتان فينتج عن ذلك موجة سعتها 
قد تكون أكبر من سعة كل من الموجتين المكونتين لها أو أصغر منهما.

متطابقات المجمو والفرق: لاحظ أن المعادلة الثانية الموضحة في الشكل أعلاه، تتضمّن جمع الزاويتين
 _ x ,   π. وفي الغالب يكون من المفيد استعمال المتطابقات المثلثية لمجموع زاويتين أو الفرق بينهما في إيجاد القيم 

4
  

. sin (60° - 45° ) :من خلال إيجاد sin 15° ِالمثلثية لزوايا محدّدة. فمثلًا يمكننا إيجاد القيمة الدقيقة لـ

متطابقات المجمو
 • sin (A + B ) = sin A cos B + cos A sin B    
• cos ( A + B ) = cos A cos B - sin Asin B    
• tan (A + B ) =   tan A + tan B

  __  
1 - tan A tan B

             

متطابقات الفرق
• sin (A - B) = sin A cos B - cos A sin B 
• cos (A - B) = cos A cos B + sin A sin B 
• tan (A - B) =   tan A - tan B  __  

1 + tan A tan B
          

دون استعمال الآلة الحاسبة، أوجد القيمة الدقيقة لكل مما يأتي:
sin 105°  )a 	

 منهما زاوية خاصة معلومة قيم الدوال المثلثية لها،  بما أن مجموع الزاويتين °45 وَ °60 يساوي °105، وكلاًّ  	
لذا يمكن استعمالهما لإيجاد قيمة sin 105° ؛ وذلك باستعمال المتطابقة: 

sin (A + B) = sin A cos B + cos A sin B

= sin (60° + 45°)sin 105°105° = 60° + 45°

= sin 60° cos 45° + cos 60° sin 45°��مثماا ااقباما

=  (    
√  3  

 _ 
2
   ·     

√  2  
 _ 

2
  )  +  (  1 _ 

2
   ·     

√  2  
 _ 

2
  ) �ا

=     
√  6  

 _ 
4
   +     

√  2  
 _ 

4
   =     

√  6   +   √  2  
 _ 

4
   ��ا

cos (-120°)  )b 	

اختر زاويتين من الزوايا الخاصة، بحيث يكون الفرق بينهما °120-  ، ثم استعمل المتطابقة:  	
cos (A - B) = cos A cos B + sin A sin B

= cos (60° - 180°)cos (-120°)-120° = 60° - 180°

= cos 60° cos 180° + sin 60° sin 180°مثماا ااقبا�ا

=   1 _ 
2
   · (-1) +     

√  3  
 _ 

2
   · 0�ا

= -   1 _ 
2
   ��ا

من فهم تحق
cos (-15°)  )1B 	sin 15°  )1A	

اق��ماوا�لاقب�دقلا ��و
 دق�اقبامتملاابت

  اقبملا�ل�قج  ■

دلاقبثااااا�ثلاالا
قباثماا اتاقبامتملاا

باما��اقد�ثلادقبا�اا
ال�داا

قج�لا�ااقباثماا اتا  
قبامتملاااا�ثلاالا
مثماا اتاقباما��ا

د قبا�ا

المتطابقات المثلثية للمجمو وللفرق
Sum and Difference Identities

O π 2ππ
2

3π
2

x

π
4
π
3

y = sin x
y = sin (x +        )

y = 2sin (x -     )

y
2

1

-1

-2

والفرق متطابقات المجمو

1المثلثية يجاد القيا 
كوّن قامة: 

نا�ا�اااا لا�اتا �إ
قبدق�ااقب�ا�مااااااقجدا
�اقد�ثلاماقبدق�اا
  0˚ , 360˚اااال�اقب

�لا���ثملاق��ماوا
قب���اقبامتملااب�مل�ا

م�داااا�ثلاالامثماا اتا
قباما��ادقبا�ااق�ثلاا
ااب لاقب ا�ااام��
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بإمكانك استعمال متطابقات مجموع زاويتين والفرق بينهما؛ لحلّ مسائل وتطبيقات من واقع الحياة.

وتُعطى شدة هذا التيار c بالأمبير بعد t ثانية  يمر تيار كهربائي متردد في إحدى الدوائر الكهربائية، كهرباء:
بالصيغة c = 3 sin 165t ، حيث قياس الزاوية بالدرجات.

أعد كتابة الصيغة، باستعمال مجموع زاويتين من الزاويا الخاصة.  )a  
3 sin 165°tc = تلا�ااق جقب��ل

3 sin (120°t + 45°t)=120°t + 45°t = 165°t

استعمل المتطابقة المثلثية لمجموع زاويتين ؛ لإيجاد القيمة الدقيقة لشدة التيار بعد ثانية واحدة.  )b  

3 sin (120°t + 45°t)c =aاقبا��ا��قبالاوبااا

3 sin (120° + 45°)=t = 1

3[sin 120° cos 45° + cos 120° sin 45°]=��مثماا ااقباما

3 ⎡ 
 
 ⎢   ⎣  (    

√  3  
 _ 

2
  )  (    

√  2  
 _ 

2
  )  +  (-  1 _ 

2
  )  (    

√  2  
 _ 

2
  )  ⎤ 

 
اقبقد�ااقبا�للاا(θ = 60°)ا= ⎦   ⎥  ام��ثلاي�ا

3 (    
√  6  

 _ 
4
   -     

√  2  
 _ 

4
  ) =���ق

  3  √  6   - 3  √  2  
 _ 

4
  = ��ا

   6   - 3  √  2 √  3   أمبير.
 _ 

4
إذن شدة التيار بعد ثانية واحدة يساوي     

:من فهم تحق
إذا كانت شدة التيار c تُعطى بالصيغة c =2 sin 285°t ، فأجب عما يأتي:

أعد كتابة الصيغة، باستعمال الفرق بين زاويتين.  	)	2A

استعمل المتطابقة المثلثية للفرق بين زاويتين ؛ لإيجاد القيمة الدقيقة لشدة التيار بعد ثانية واحدة.  	)	2B

ابات سحة المتطابقات المثلثية: تستعمل المتطابقات المثلثية لمجموع زاويتين والفرق بينهما أيضًا في إثبات 
صحة المتطابقات.

 من المتطابقتين الآتيتين: أثبت صحة كلٍّ
cos (90° - θ) = sin θ  )a 	

cos (90° - θ)����اق جقبم�

cos 90° cos θ + sin 90° sin θ=مثماا ااقبا�ا

0 · cos θ + 1 · sin θ=�ا

sin θ  ✔= ��ا

=الطرف الأيمن

22والفرق ا�ستعمال متطابقات المجمو

���ااداا�لااي���اقبثلا�اق جملث� 
(Ammeter) دق جملث�اإتااام�إلاا

 �اي���اقبثلااقجملل�اد�ااد���ا�لام
دملث�اد��اقبا لا

3سحة المتطابقات المثلثية باتا
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sin  (θ +   π _ 
2
  )  = cos θ  )b 	

sin  (θ +   π _ 
2
قبم�اق ج���� (  

sin θ cos   π _ 
2
   + cos θ sin   π _ 

2
مثماا ااقباما��=  

sin θ · 0 + cos θ · 1=�ا

cos θ  ✔= ��ا

=الطرف الأيمن

من فهم تحق
tan  (  π _ 

4
   + θ)  =   1 + tan θ _ 

1 - tan θ
   )3B 	sin (90° - θ) = cos θ  )3A	

ا)ممالا1( دون استعمال الآلة الحاسبة، أوجد القيمة الدقيقة لكل مما يأتي:
cos 105° 	 	cos 165°  	

cos   π _ 
12

  	 	cos 75°  	

sin (-210°) 	 	sin 135°  	

tan 195° 	 	cos 135°  	

	يمر تيار كهربائي متردّد في دائرة كهربائية، وتعطى شدة هذا  كهرباء: 	 	

ا)ممالا2( . c = 2sin(120° t) ثانية بالصيغة t بالأمبير بعد c التيار

أعد كتابة الصيغة، باستعمال مجموع زاويتين. 	)a 	

استعمل المتطابقة المثلثية لمجموع زاويتين من الزاويا الخاصة؛  	)b 	
لإيجاد القيمة الدقيقة لشدة التيار بعد ثانية واحدة.

ا)ممالا3(ا  من المتطابقات الآتية: أثبت صحة كلٍّ

sin (90° + θ) = cos θ  	

cos  (  3π _ 
2
   - θ)  = -sin θ  	

tan  (θ +   π _ 
2
  )  = -cot θ  	

 sin (θ + π) = -sin θ  	

cos  (  π _ 
2
   + θ)  = -sin θ  	

tan (θ + 45°) =   1 + tan θ
 _ 

1 - tan θ
   	

	ارجع إلى فقرة"لماذا؟"؛ في بداية الدرس. عندما  الترونيات: 	 	
تتلاقى موجتان وتنتج موجة سعتها أكبر من سعة كل من الموجتين 

امًا. يكون التداخل بناءً، وبعكس ذلك يكون هدَّ

y

O x



	 	

y

O x

 

	 	

 من الدالتين: إذا علمت أن كلاًّ  	
.   y  1  = 10 sin (2t + 210°),  y  2  = 10 sin (2t + 30°)

ر معناه بالنسبة للموجتين. تمثل موجة، فأوجد مجموع الدالتين، وفسِّ

دون استعمال الآلة الحاسبة، أوجد القيمة الدقيقة لكل مما يأتي:

sec 1275° 	 	tan 165°  	

tan   23π _ 
12

  	 	sin 735°  	

cot   113π _ 
12

  	 	csc   5π _ 
12

   	

على الصورة     sin A + tan θ cos A
  __  

cos A - tan θ sin A
بيِّن أنه يمكن كتابة المقدار      	

tan ( A + θ) ، حيث A, θ زاويتان حادتان .



2) 1)

4) 3)

6) 5)

8) 7)

9)

10)

11)

12)

13)

14)

15)

16)

18) 17)

20) 19)

22) 21)

23)
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	في هذه المسألة، سوف تثبت عدم صحة   تمثيلات متعددة: 	 	
. sin (A + B) = sin A + sin B :الفرضية

ا: أكمل الجدول. جدوليًّ 	)a 	

A B sin A sin B sin ( A + B) sin A + sin B

30° 90°

45° 60°

90° 30°

	 	

ا: افترض أن B أقل من A بـ °15 دائمًا، واستعمل الحاسبة  بيانيًّ 	)b 	

 ، y = sin (x + x - 15°) :من  البيانية لتمثل كلاًّ
y = sin x + sin (x - 15°) على الشاشة نفسها .

 sin (A + B) = sin A + sin B ا: حدّد ما إذا كانت تحليليًّ 	)c 	
ر إجابتك. متطابقة أم لا. فسِّ

 من المتطابقات الآتية: أثبت صحة كلٍّ

sin (A + B) =   tan A + tan B  __ 
sec A sec B

   	

cos (A + B) =   1 - tan A tan B  __ 
sec A sec B

   	

sec (A - B) =   sec A sec B __  
1 + tan A tan B

   	

 sin (A + B) sin (A - B) = sin2 A - sin2 B  	


	بسّط العبارة الآتية، دون إيجاد مفكوك المجموع أو الفرق. تبرير: 	 	

sin  (  π _ 
3
   - θ)  cos  (  π _ 

3
   + θ)  - cos  (  π _ 

3
   - θ)  sin  (  π _ 

3
   + θ)  	

. cot A , cot B بدلالة cot (A + B) اشتق المتطابقة	 : تحدٍّ 	 	

	الشكل أدناه، يُبيّن الزاويتين A , B في الوضع القياسي  برهان: 	 	
في دائرة الوحدة. استعمل قانون المسافة ؛ لإيجاد قيمة d ، حيث 

(x1 , y1) = (cos B , sin B ) , (x2 , y2) = (cos A , sin A)

x

y

A - B (cos B, sin B)
A

B

d
(cos A, sin A)

1

1

-1

-1 O

اكتب: استعمل المعلومات المعطاة في فقرة " لماذا؟" في بداية   	
الدرس وفي السؤال 16؛ لتشرح كيف تُستعمل المتطابقات المثلثية 

لمجموع زاويتين والفرق بينهما؛ لوصف التداخل في الأمواج 
ا الفرق بين التداخل البناّء ،  اللاسلكية في شبكة الإنترنت. موضحًّ

والتداخل الهدّام.

	في النظرية الآتية: إذا كانت A, B, C زوايا في  م�ساألة مفتوحة: 	 	
 tan A + tan B + tan C = tan A tan B tan C مثلث، فإن
 من A, B, C . وتحقق من صحة المساواة لكل القيم  اختر قيمًا لكلٍّ

التي تختارها.

	

ما القيمة الدقيقة للعبارة:  

sin (60° + θ) cos θ - cos (60° + θ) sin θ ؟

  2 _ 
   

 √  3  
  	C    1 _ 2  	A 	

   
 √  3  	D      

 
 √  3  
 _ 

2
  	B 	

 ، cos θ + 0.3 = 0 إذا كان	 �سوال و اجابة قسيرة: 	 	

	 . cot θ ِفأوجد القيمة الدقيقة لـ ،π< θ <   3π _ 
2
حيث   

24)

25)

26)

27)

28)

29)

30)

31)

32)

33)

34)

35)
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ا)قب��ا1-	1( بسّط كل عبارة مما يأتي:
 cot θ sec θ  	

   1 - cos2 θ
 _ 

sin2 θ
   	

   1 _ 
cos θ

   -   sin2 θ _ 
cos θ

   	

 cos  (  π _ 
2
   - θ)  csc θ  	

ا)قب��ا1-	1(  مما يأتي أوجد القيمة الدقيقة لكلٍّ
0° < θ < 90° ، cos θ =   3 _ 

5
sin θ ، إذا كان     	

270° < θ < 360° ، cot θ =-   1 _ 
2
csc θ ، إذا كان     	

0° < θ < 90° ، sec θ =   4 _ 
3
tan θ ، إذا كان     	

	أي مما يأتي يكافئ العبارة:  اتيار من متعدد: 	 	
ا)قب��ا1-1(  _ cos θ   ؟

1 - sin2 θ
  

tan θ 	C  cos θ 	A 	

sec θ 	D  csc θ 	B 	

	ركب سلمان لعبة الأحصنة الدوّارة في مدينة  مدينة األعاب: 	 	
الألعاب. إذا كان طول قطر دائرة هذه اللعبة m 16، وظل زاوية ميل 
tan θ ، حيث R نصف قطر المسار  =    v  2  _ 

gR
سلمان تُعطى بالعلاقة    

الدائري، v السرعة بالمتر لكل ثانية، g تسارع الجاذبية الأرضية 
ا)قب��ا1-2(   . 9.8 m/ s  2   ويساوي

 _ 1   ، فأوجد زاوية ميله.
5
إذا كان جيب زاوية ميل سلمان يساوي     	)a 	

أوجد سرعة دوران اللعبة؟ 	)b 	

	)قب��ا1-2(  من المتطابقات الآتية: أثبت صحة كلٍّ

cot2 θ + 1  =   cot θ _ 
cos θ · sin θ

   	

  cos θ csc θ _ 
cot θ

   = 1  	

  sin θ tan θ _ 
1 - cos θ

   = (1 + cos θ ) sec θ  	

tan θ (1 - sin θ )  =   cos θ sin θ _ 
1 + sin θ

   	

	تُصنَّف شاشات الحاسوب عادة وفقًا لطول قطرها.  حا�سوب: 	 	
ا)قب��ا1-1( استعمل الشكل أدناه للإجابة عما يأتي:

. h أوجد قيمة 	)a 	

cot θ =   cos θ _ 
sin θ

b(	 بيّن أن    	

15 in

θ12 in

h

	)قب��ا2-1(ا  من المتطابقات الآتية: أثبت صحة كلٍّ

  sin θ · sec θ _ 
sec θ - 1

   = (sec θ + 1) cot θ  	

sin2 θ · tan2 θ = tan2 θ - sin2 θ  	

cot θ (1 - cos θ )  =   cos θ · sin θ _ 
1 + cos θ

   	

اا  مما يأتي:  دون استعمال الآلة الحاسبة، أوجد القيمة الدقيقة لكلٍّ
)قب��ا1-3(

cos 105°  	

sin (-135°)  	

tan 15°  	

cot 75°  	

ا)قب��ا3-1(ا  _ cos   5π ؟
12

	ما قيمة    اتيار من متعدد: 	 	

  
  √  6   -   √  2  

 _ 4  	C    √  2  	A 	

  
  √  6   +   √  2  

 _ 4  	D    
  √  6   +   √  2  

 _ 2  	B 	

ا)قب��ا1-2( أثبت صحة المتطابقة الآتية:  	

cos 30° cos θ + sin 30° sin θ = sin 60° cos θ + cos 60° sin θ    

اتبار منتسف الوحدة
1-3 لالدرو�س من 1-1 ا

1)

2)

3)

4)

5)

6)

7)

8)

9)

10)

11)

12)

13)

14)

15)

16)

17)

18)

19)

20)

21)

22)

23)
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المتطابقات المثلثية لسعف الزاوية ونسفها
Double-Angle and Half-Angle Identities

الما
تستعمل النوافير مضخات تضخ الماء بزوايا محددة فتصنع أقواسًا. ويعتمد 

 v مسار الماء على سرعة الضخ وزاويته. فعندما يتم ضخ الماء في الهواء بسرعة
، وزاوية مع الخط الأفقي مقدارها  θ، فإن المعادلتين الآتيتين تحددان المسافة 

 : H وأقصى ارتفاع ، D الأفقية

 _  D =    v  2 ، حيث تمثل g تسارع الجاذبية الأرضية.
g
   sin 2θ , H =    v  2  _ 

2 g
    sin  2  θ

إذا علمت أن نسبة H إلى D تساعد في تحديد ارتفاع النافورة ، وعرضها. فعبّر 
.θ كدالة في    H _ 

D
عن النسبة   

المتطابقات المثلثية لسعف الزاوية: من المفيد أحيانًا أن يكون لديك متطابقات تساعدك على إيجاد قيمة دالة 
مثلثية لضعف الزاوية.

اللدااθاااب لل�لاا� قباثماا اتاق
 cos 2θ = cos2 θ - sin2 θ
sin 2θ = 2 sin θ cos θ cos 2θ = 2 cos2 θ - 1 tan 2θ =   2 tan θ _ 

1 - tan2 θ
  

 cos 2θ = 1 - 2 sin2 θ

�ثل��اال�ا�اقب��لالااقب���قلا30

. 0° < θ < 90° ، sin θ =   2 _ 
3
أوجد القيمة الدقيقة لـ sin 2θ إذا كان   

حيث إن sin 2 θ =2 sin θ cos θ ، فإننا نجد cos θ أولًا.

. cos θ ؛ لإيجاد  sin  2  θ +  cos  2  θ = 1 استعمل المتطابقة الخطوة 1:	
= 1 - sin2 θ cos  2  θ cos  2  θ +  sin  2  θ = 1

= 1 -  (  2 _ 
3
  ) 

2
 cos  2  θsin θ =   2 _ 

3
   

=   5 _ 
9
   cos  2  θ�ق

= ±    
√  5  

 _ 
3
  cos θاقبث�اللاابتم�لل�اقبم�

. cos θ =     
√  5  

 _ 
3
وبما أن θ تقع في الربع الأول ، فإن cos θ موجب أي    	

. sin 2θ أوجد الخطوة 2:	
= 2 sin θ cos θsin 2θقد�ااقبل�مثماا اا

= 2  (  2 _ 
3
  )   (    

√		5  
 _ 

3
  ) sin θ =   2 _ 

3
   , cos θ =     

√		5  
 _ 

3
  

=   4  √  5  
 _ 

9
  ���ق

من فهم تحق
    . 90° < θ < 180° ،cos θ = -   1 _ 

3
أوجد القيمة الدقيقة لـِ sin 2θ ، إذا كان       )1 	

اق��ماوا�لاقبملا ��و
دلاقبثااااا�ثلاالا

قباثماا اتاقبامتملااباما��ا
ا  ادقبا�ااال�دااقد�ثل

  اقبملا�ل�قج  
دلاقبثااااا�ثلاالا
قباثماا اتاقبامتملاا

قد�ااقبب��ل
قج�ا�لاقبملادلا  

قبثااااا�ثلاالا
قباثماا اتاقبامتملاا

قد�ااقب���ب

المتطابقات المثلثية لسعف الزاوية ونسفهاالمتطابقات المثلثية لسعف الزاوية ونسفها
Double-Angle and Half-Angle Identities


 سيستقاق الا

�ا��اق�ثلاالامثماا اا
B )	+	sin ( Aالااق��ماوا

 اθقد�اااقبل�ال
قجداsin 2θا إااا�ا��ا

ق�ثلاالامثماا ا
B )	+	cos ( A الااق��ماوا

 اθقد�اااقبل�اا�اال
. cos 2θقجدا

سعف الزاويةالمتطابقات المثلثية ل

1سعف الزاويةالمتطابقات المثلثية ل
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: sin θ =   2 _ 
3
   ; 0° < θ < 90°  مما يأتي علمًا بأن  أوجد القيمة الدقيقة لكلٍّ

cos 2θ  )a 	

بما أن قيمة كل من cos θ , sin θ معلومة من المثال 1، فإننا نستطيع أن نستعمل متطابقات جيب تمام ضعف   	
. cos2θ = 1 - 2  sin  2  θ  الزاوية. وسوف نستعمل المتطابقة

= 1 - 2  sin  2  θcos 2θقد�ااقبل�مثماا اا

= 1 - 2   (  2 _ 
3
  )   

2
  =   1 _ 

9
  sin θ =   2 _ 

3
  

tan 2θ  )b 	

. tan 2θ  ؛ كي تستعمل متطابقة tan θ أوجد الخطوة 1:	
=   sin θ _ 

cos θ
  tan θاوقبااقب�ل��

=   
  2 _ 
3
  
 _ 

    
√  5  

 _ 
3
  
  sin θ =   2 _ 

3
   , cos θ =     

√		5  
 _ 

3
  

=   2 _ 
  √  5  

   =   2  √  5  
 _ 

5
  ماااقبا ا�ااب ��ااادق

. tan 2θ أوجد الخطوة 2:	

=   2 tan θ _ 
1 -  tan  2  θ

  tan 2θقد�ااقبل�مثماا اا

=   
2  (  2  √  5  

 _ 
5
  ) 
 _ 

1 -   (  2  √  5  
 _ 

5
  )   

2
 

  tan θ =   2  √		5  
 _ 

5
  

=   
2 (  2  √  5  

 _ 
5
  ) 
 _ 

  25 _ 
25

   -   20 _ 
25

  
  اقبا اا�

=   
  4  √  5  

 _ 
5
  
 _ 

  1 _ 
5
  
   ��ا

=   4  √  5  
 _ 

5
   ·   5 _ 

1
   = 4  √  5    a _ 

b
   ÷   c _ 

d
   =   a _ 

b
   ·   d _ 

c
  

من فهم تحق
: cos θ	=	-			1 _ 

3
   ; 90° < θ < 180°  مما يأتي علمًا بأن  أوجد القيمة الدقيقة لكلٍّ

    tan 2θ  )2B 	cos 2θ  )2A	

المتطابقات المثلثية لنسف الزاوية: من المفيد في بعض الأحيان، أن يكون لديك متطابقة ؛ لإيجاد قيمة دالة 
مثلثية لنصف الزاوية.

اللدااθاااب لل�لاا� قباثماا اتاق

sin   θ _ 
2
   =	±			√    1 - cos θ _ 

2
      cos   θ _ 

2
   =	±			√    1 + cos θ

 _ 
2
      tan   θ _ 

2
   = ±			√    1 - cos θ _ 

1 + cos θ
     , cos θ ≠	-1

�ثل��ا�اقب��لالااقب���قلا31

2سعف الزاويةالمتطابقات المثلثية ل

سف الزاويةالمتطابقات المثلثية لن


  سيستقاق الا

�ا�اق�ثلاالاقباثماا اا
cos2θ = 1 - 2  sin  2  θا

لااق��ماوالا��اقبقد�اا
 _  sin   θ إااا�ا�ا

2
θاقجدا   

ق�ثلاالاقباثماا ا
 cos2θ = 2  cos  2  θ -1

لااق��ماوالا�ااا��ا
. cos   θ _ 

2
قبقد�ااθاقجد   



27   قباثماا اتاقبامتملااب��لاقبقد�ااد��ادا الدر�س 4 - 1

 _ 4			-	=	θ ، sin θ تقع في الربع الثالث.
5
 _ cos   θ ، علمًا بأن   

2
    أوجد القيمة الدقيقة لِـ  )a 	

= 1 -  sin  2  θ cos  2  θ��امثماا االلماثلا�ق

= 1 -   (-   4 _ 
5
  )   

2
  cos  2  θsin θ = -   4 _ 

5
  

= 1 -   16 _ 
25

   cos  2  θ   (-  4 _ 
5
  )   

2
  =   16 _ 

25
  

=   9 _ 
25

   cos  2  θ�ق

= ±  3 _ 
5
  cos θاقبث�اللااب�ياقبم�لل�اقبم �

. cos θ = -   3 _ 
5
بما أن θ تقع في الربع الثالث ، فإن     	

= ±  √    1 + cos θ
 _ 

2
    cos   θ _ 

2
مثماا اا��اقبقد�ا  

= ±  √ 
   

1 -   3 _ 
5
  
 _ 

2
    cos θ = -   3 _ 

5
  

= ±  √    1 _ 
5
     ��ا

= ±  1 _ 
  √  5  

   ·     
√  5  

 _ 
  √  5  

   = ±    
√  5  

 _ 
5
  ماااقبا ا�اا

.cos   θ _ 
2
   = -     

√  5  
 _ 

5
 _ θ  تقع بين °90 وَ °135 . إذن،    

2
بما أن θ تقع بين °180 وَ °270 ، فإن       	

. cos 67.5°  دون استعمال الآلة الحاسبة، أوجد القيمة الدقيقة لِـ  )b 	

= cos   135° _ 
2
  cos 67.5°67.5° =   135° _ 

2
  

=   √    1 + cos 135° __ 
2
 _  cos   θ°67.5 الااقب�ااق جدل  لاب لااام�لا    

2
   = ±   √	

	  1 + cos θ
 _ 

2
    

=  


 


   
1 -     

√  2  
 _ 

2
  
 _ 

2
    cos 135 = -     

 
 √  2  
 _ 

2
  

=   √ 

   
  2 _ 
2
   -     

√  2  
 _ 

2
  
 _ 

2
    1 =   2 _ 

2
  

=   √ 

   
  2 -   √  2  

 _ 
2
  
 _ 

2
    �ق

=   √ 
   2 -   √  2  

 _ 
2
   ·   1 _ 

2
      a _ 

b
   ÷   c _ 

d
   =   a _ 

b
   ·   d _ 

c
  

=   √ 
   2 -   √  2  
 _ 

4
    ���ق

=   
  √  2 -   √  2    

 _ 
  √  4  

    √		  a _ 
b
     =     

√		a  
 _ 

  √		b  
  

=   
  √  2 -   √  2    

 _ 
2
   ��ا

من فهم تحق
 _ θ ، sin θ =   2 تقع في الربع الثاني.

3
 _ sin   θ ، علمًا بأن   

2
 ـ    أوجد القيمة الدقيقة لِ  )3 	

3سف الزاويةالمتطابقات المثلثية لن 
  اتيار الاسارة

قجدلا�م��الااقب �اا
����اقب�ااقبا� اللا
 _ θ  اا

2
�تاق ثداضابتقد�ا  ا  

دا���اا���ثملاقجنا��وا
��ق �ي�ا
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. H _ 
D

نوافير: ارجع إلى المعلومات الموجودة في فقرة " لماذا؟ " بداية الدرس. وأوجد     

=   
   v  2  _ 
2 g

    sin  2  θ
 _ 

   v  2  _ g   sin 2θ
    H _ 

D
قبالاوبااق ج�تلا  

=   
   v   2   sin  2  θ _ 

2 g
  
 _ 

   v  2  sin 2θ _ 
g
  

  ادقبا ا��اقبلام اإي ��ا

=    v   2   sin  2  θ _ 
2 g

   ·   
g
 _ 

 v  2  sin 2θ
    a _ 

b
   ÷   c _ 

d
   =   a _ 

b
   ·   d _ 

c
  

=    sin  2  θ _ 
2 sin 2θ

   ��ا

=    sin  2  θ _ 
4 sin θ cos θ

  sin 2θ = 2 sin θ cos θ

=   1 _ 
4
   ·   sin θ _ 

cos θ
   ��ا

=   1 _ 
4
   tan θ  sin θ _ 

cos θ
   = tan θ

من فهم تحق
يعطى تسارع الجاذبية الأرضية عند مستوى سطح البحر (بالسنتمتر لكل ثانية تربيع) تقريبًا بالصيغة:

g = 978 + 5.17  sin  2 L - 0.014 sin L cos L ، حيث L تمثل زاوية دائرة العرض

ط هذه العلاقة مستعملًا المتطابقات المثلثية لضعف الزاوية. بسِّ  )4A	

.L = 45° عندما g 4، واحسب قيمةA استعمل الصيغة المبسطة التي أوجدتها في الفرع  )4B	

تذكر أنك تستطيع استعمال المتطابقات المثلثية لمجموع زاويتين والفرق بينهما في إثبات صحة المتطابقات. كما 
يمكنك استعمال المتطابقات المثلثية لضعف الزاوية ونصفها في إثبات صحة المتطابقات أيضًا.

.   cos 2θ _ 
1 + sin 2θ

   =   cot θ - 1 _ 
cot θ + 1

أثبت صحة المتطابقة     

  cot θ - 1 _ 
cot θ + 1

  اق ج�اقبم�

=   
  cos θ _ 
sin θ

   - 1
 _ 

  cos θ _ 
sin θ

   + 1
  cot θ =   cos θ _ 

sin θ
  

=   cos θ - sin θ __ 
cos θ + sin θ

  sin θالااادقبا ا��اقبلام اإي���ق

=   cos θ - sin θ __ 
cos θ + sin θ

   ·   cos θ + sin θ
 __ 

cos θ + sin θ
      cos θ + sin θ

 __  
cos θ + sin θ

ق���الاا1 =   

=     cos  2  θ -  sin  2  θ  ___   
 cos  2  θ + 2 cos θ sin θ +  sin  2  θ

  ���ق

=    cos  2  θ -  sin  2  θ  __  
1 + 2 cos θ sin θ

  cos2 θ + sin2 θ = 1

=   cos 2θ _ 
1 + sin 2θ

     ✔cos2 θ - sin2 θ = cos 2θ; 2 cos θ sin θ = sin 2θ

الطرف الأيسر =

من فهم تحق
.4  cos  2  x -  sin  2  2 x = 4  cos  4  x  )5 	

44سعف الزاويةبا�ستعمال المتطابقات المثلثية ل التب�سي

���ثلااقب��قلل�اااو�ا ج�قا
�مالتلاادااتلا �لا�تما��ق��ا

ا�قضامت��دواااج�د��ا �قبم

5سحة المتطابقات باتا
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 من دون استعمال الآلة الحاسبة، أوجد القيمة الدقيقة لكلٍّ
ا)ق جممتاا1-3(  _ sin 2θ , cos 2θ , sin   θ ، إذا كان:

2
    , cos   θ _ 

2
   

sin θ    =   1 _ 
4
    ; 0° < θ < 90°  	

sin θ  =   4 _ 
5
    ; 90° < θ < 180°  	

cos θ  =   3 _ 
5
    ; 270° < θ < 360°  	

tan θ  = -   8 _ 
15

    ; 90° < θ < 180°  	

sin θ =   2 _ 
3
    ; 90° < θ < 180°  	

sin θ = -   15 _ 
17

    ; π < θ <   3π _ 
2
   	

tan θ = -2 ;   π _ 
2
   < θ < π  	

أوجد القيمة الدقيقة لكل مما يأتي:

sin   π _ 
8
   	

  cos 15°  

 sin 75°  	

  tan 165°  	

  tan   5π _ 
12

   	

	ركل لاعب كرة قدم  :كرة قد 	 	
كرة بزاوية قياسها °37 مع سطح 
الأرض، وبسرعة ابتدائية متجهة 

مقدارها ft/s 52. إذا كانت 
المسافة الأفقية d التي تقطعها 

. حيث g تسارع  d =   2 v  2  sin θ cos θ  __ 
g
الكرة تُعطى بالصيغة    

وَ v تُمثّل السرعة الابتدائية  ، 32  ft/s  2  الجاذبية الأرضية ويساوي
ا)ممالا4( المتجهة .

بسّط الصيغة مستعملًا المتطابقات المثلثية لضعف الزاوية. 	)a 	

b(	 ما المسافة الأفقية d التي تقطعها الكرة باستعمال الصيغة  	

المبسّطة؟

ا)ممالا5(  من المتطابقات الآتية: أثبت صحة كلٍّ

tan θ =   1 - cos 2θ _ 
sin 2θ

   	

tan   θ _ 
2
   =   sin θ _ 

1 + cos θ
   	

 tan 2θ =   2 __ 
cot θ - tan θ

   	

sin   θ _ 
2
   cos   θ _ 

2
     =   sin θ _ 

2
   	

له الأمواج  	ترتبط زاوية رأس المخروط الذي تشكِّ :عدد ما 	 	

 M الصوتية الناتجة عن اختراق الطائرة لحاجز الصوت بعدد ماخ
. sin   θ _ 

2
   =   1 _ 

M
)نسبة إلى عالم الفيزياء النمساوي ماخ( وفق العلاقة   

θ

عبِّر عن قيمة العدد M بدلالة دالة جيب التمام. 	)a 	

 a فاستعمل العبارة التي أوجدتها في ، cos θ =   17 _ 
18

إذا كان    	)b 	
  لحساب قيمة عدد ماخ.

	يمر تيار متردد في دائرة كهربائية. إذا كانت شدة التيار  الترونيات: 	 	
 P فإن القدرة ،  I  0  sin tθ ثانية هي t بالأمبير عند الزمن I الكهربائي

المرتبطة بالمقاومة R تُعطى بالصيغة: P =   I  0   2  R  sin  2  tθ . عبّر عن 
	 ا . cos 2tθ القدرة بدلالة

	ركل حسن كرة قدم عدة مرات بسرعة متجهة ابتدائية  :كرة قد 	 	
مقدارها ft/s 95 . برهن أن المسافة الأفقية التي قطعتها الكرة 
 . θ = 45° + A , θ = 45° - A متساوية لكل من الزاويتين

استعمل الصيغة المعطاة في التمرين 13 .

 من  sin 2θ , cos 2θ , tan 2θ ، إذا كان: أوجد القيم الدقيقة لكلٍّ

cos θ =   4 _ 
5
   ; 0° < θ < 90°  	

sin θ =   1 _ 
3
   ; 0 < θ <   π _ 

2
    	

tan θ = -3 ; 90° < θ < 180°  	

 sec θ = -   4 _ 
3
    ; 90° < θ < 180°  	

cot θ =   3 _ 
2
   ; 180° < θ < 270°  	

	ستستكشف في هذه المسألة كيفية إيجاد   تمثيلات متعددة: 	 	
متطابقة مثلثية اعتمادًا على التمثيل البياني للدوال المثلثية.

ا: استعمل الحاسبة البيانية لتمثيل الدالة بيانيًّ 	)a 	
 _ f (θ) = 4 (sin θ cos   π   بيانيًّا في الفترة 

4
   - cos θ sin   π _ 

4
  )

. -2π ≤ θ ≤ 2π

ا: اعتمد على التمثيل البياني في (a) لتخمين دالة بدلالة  تحليليًّ 	)b 	
ا. الجيب تطابق f(θ) . ثم أثبت صحتها جبريًّ

ا: استعمل الحاسبة البيانية لتمثيل الدالة  بيانيًّ 	)c 	

 _ g(θ) = co s  2  (θ -   π  بيانيًّا في الفترة 
3
  ) - si n  2 (θ -   π _ 

3
  )

. -2π ≤ θ ≤ 2π

ا: اعتمد على التمثيل البياني في (c) لتخمين دالة بدلالة  تحليليًّ 	)d 	
ا. جيب التمام تطابق g(θ) . ثم أثبت صحتها جبريًّ



1)

2)

3)

4)

5)

6)

7)

8)

9)

10)

11)

12)

13)

14)

15)

16)

17)

18)

19)

20)

21)

22)

23)

24)

25)

26)



 قباثماا اتادقبالاو تاقبامتملا  الوحدة 1 30


	يحاول سعيد وسلمان حساب القيمة الدقيقة لـِ :  اكت�سف الخطاأ: 	 	

ر إجابتك.  منهما صحيحة ؟ برِّ sin 15° . هل إجابة أيٌّ


sin (A – B) = sin A cos B – cos A sin B

sin (45 – 30) = sin 45 cos 30 – cos 45 sin 30

 =     √  2   _ 2   ·     √  3   _ 2   –     √  2   _ 2   ·   1 _ 2  

 =     √  4   _ 4  



sin   A _ 2   =   √ 
   1 – cos A _ 2    

sin   30 _ 2   =   √ 
   

1 –   1 _ 2  
 _ 2    

 = 0.5

	استعمل دائرة الوحدة أدناه، والشكل المرسوم داخلها.  : تحدٍّ 	 	
لتبرهن أن:

. 	tan   1 _ 
2
   θ =   sin θ _ 

1 + cos θ
  	 	

θ

D

P

B

A

O

	اكتب فقرة مختصرة تبين الشروط اللازم توافرها؛ كي  اكتب: 	 	
. cos 2θ من المتطابقات الثلاث لـ  تستعمل كلاًّ

 ، sin 2θ ِلاشتقاق صيغة لـ sin (A + B) استعمل الصيغة	 برهان: 	 	
.  cos 2θ لاشتقاق صيغة لـ cos (A + B) واستعمل الصيغة

	اشتقّ المتطابقات المثلثية لنصف الزاوية من المتطابقات  تبرير: 	 	
المثلثية لضعف الزاوية.

	ضرب لاعب جولف كرة عدة مرات بسرعة  م�ساألة مفتوحة: 	 	
ابتدائية مقدارها ft/s 115، ولنفترض أن المسافة d التي قطعتها 

ر لماذا  d . فسِّ  =   2 v   2  sin θ cos θ  __ 
g
الكرة في كل مرة تُعطى بالصيغة   

( g = 32  ft/s   2  ) . θ = 45° تكون المسافة العظمى عندما



. cos θ =     
 
 √  3  
 _ 

2
   ; 0 < θ < 90°إذا كان tan   θ _ 

2
أوجد القيمة الدقيقة لـِ      	

  
   

 √  3  
 _ 3  	C    

 
 √  7 - 4   

 √  3    	A 	

   
 √  3  	D     

 √  3   - 2 	B 	

معادلة الدالة الممثَّلة بيانيًّا في الشكل أدناه هي :  	

O-π π

y

θ

-1

1

	 	

y = 3 cos   1 _ 
2
   θ 	C  y = 3 cos 2θ 	A 	

y =   1 _ 
3
   cos   1 _ 

2
   θ 	D  y =   1 _ 

3
   cos 2θ 	B 	

27)

28)

29)

30)

31)

32)

33)

34)



31   ا  31الدر�س 5 - 1  ملااقبا�لااقبللالاا�اقبالاو تاقبامتملاا 1 - 5 سا�ا�ست

التمثيل البياني للدالة المثلثية مكوّن من النقط التي إحداثياتها تحقّق الدالة. ولحل المعادلة المثلثية، تحتاج إلى إيجاد قيم المتغيّر التي تحقّق المعادلة 
 من طرفي المعادلة بوصفها دالة على  جميعها. بإمكانك استعمال الحاسبة البيانية TI-nspire ؛ لحل المعادلات باستعمال التمثيل، وذلك بتمثيل كلٍّ

حدة ، ثم إيجاد نقاط التقاطع.

. 0° ≤ x < 360° إذا كانت ، sin x = 0.4 استعمل الحاسبة البيانية لحلّ المعادلة

تمثيل الدالتين بيانيًّا  الخطوة 1:	
	 اضبط الحاسبة على نظام الدرجات بالضغط على مفتاح  ثم  ومنها 

ثم    

 . f  1 (x) = sin x , f  2 (x) = 0.4 أعد كتابة المعادلة على شكل دالتين 	

	 مثّل الدالتين بيانيًّا بالضغط على المفاتيح:

    x   0.4 	

	 حدد فترة الرسم المطلوبة بالضغط على  واختر منها  ثم  

وحدد القيمة الصغرى لـِ x بـِ °0 ، والقيمة العظمى لـِ x بـِ 360°، 	

كذلك حدد القيمة الصغرى لـِ y بـِ 1- ، والقيمة العظمى لـِ y بـِ 1  	

تحديد الحلول  الخطوة 2:	
استعمل ميزة  ااقبث ا في إيجاد قيم تقريبية للحلول بالضغط على مفتاح  واختر منها  ثم اختر  	

 ، واضغط في أي نقطة على الشاشة وحرك المؤشر مرورًا بكل نقاط التقاطع في x < 360° ≥ °0 ، ستكون 
  x ≈156.0° , x ≈ 23.6°:الحلول هي

. 0° ≤ x < 360° إذا كانت ،tan  2  x cos x + 3 cos x = 0   :استعمل الحاسبة البيانية لحلّ المعادلة

تمثيل الدالتين بيانيًّا الخطوة 1:	
. f 1 (x) =   tan  2  x cos x + 3 cos x , f 2 (x) = 0 ،أعد كتابة المعادلة على شكل دالتين 	

  مثّل الدالتين بيانيًّا بالضغط على المفاتيح:

     x  2     x + 3   x

  0 

تحديد الحلول الخطوة 2:	
هاتان الدّالتان لا تتقاطعان؛ لذلك ليس للمعادلة:  tan   2  x cos x + 3 cos x = 0 حلول حقيقية. 	

تمارين:
	  منها: استعمل الحاسبة البيانية لحل المعادلات الآتية لقيم x جميعها الموضحة بجانب كلٍّ

tan x = cos x ; 0° ≤ x < 360° 	 	sin x = 0.7 ; 0° ≤ x < 360°  	

0.25 cos x = 3.4 ; -720° ≤ x < 720°  	 	3 cos x + 4 = 0.5; 0° ≤ x < 360°  	

sin 2 x - 3 sin x = 0 ; -360° ≤ x < 360° 	 	sin 2 x = sin x ; 0° ≤ x < 360°   	

معمل الحا�سبة البيانية: 
حل المعادلات المثلثية

Solving Trigonometric Equations

1 معادلة مثلثية بحلول حقيقية

2 معادلة مثلثية لي�س لها حلول حقيقية

2) 1)

4) 3)

6) 5)
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حل المعادلات المثلثية
Solving Trigonometric Equations

الما
عند ركوبك عجلة دوارة قطرها m 40، وتدور بمعدل 1.5 دورة
 كل دقيقة. فإنه يمكن تمثيل ارتفاع مقعدك فوق سطح الأرض، 

بالأمتار بعد t دقيقة بالمعادلة:
. h = 21 - 20 cos 3πt   

بعد كم دقيقة من بدء حركة العجلة يكون مقعدك على ارتفاع
m 31  عن سطح الأرض للمرة الأولى؟

ا من المعادلات المثلثية هو المتطابقات. والمتطابقات المثلثية  حل المعادلات المثلثية: درست نوعًا خاصًّ
معادلات تكون صحيحة للقيم جميعها التي يكون عندها المتغير معرّفًا. وفي هذا الدرس سوف تتعلم حل 

المعادلات المثلثية التي تكون صحيحة عند قيم محدّدة للمتغير. 

 من المعادلتين الآتيتين: حُلّ كلاًّ
. 0 ≤ θ ≤ 180° إذا كانت ، sin θ cos θ -   1 _ 

2
   cos θ = 0  )a 	

= 0sin θ cos θ -   1 _ 
2
   cos θتلا�قبالاوبااق ج

= 0cos θ  (sin θ -   1 _ 
2
  ) ت�

= 0cos θ0 =أوsin θ -   1 _ 
2
  لااقب����اقب��ا��ا�

 _ θ=   1°270 أو 90°=
2
  sin θ

قبقد�ااقبا�للاابتقد�ا°150ا�ااθ30°°150 أو 30°=

0 ≤ θ ≤ 180° الحلول هي °150 ,°90 ,°30 فقط؛ لأن

 من:  يمكنك التحقق من صحة الحل بالتمثيل البياني لكلٍّ  التحق
 _ y = sin θ cos θ , y =   1 على المستوى الإحداثي 

2
   cos θ

نفسه، ثم إيجاد نقط تقاطع التمثيلين البيانيين. بإمكانك أن 
تلاحظ أنه يوجد عدد لا نهائي من هذه النقط، ولكننا نهتم 

بالنقط الموجودة في الفترة بين °0 وَ °180 فقط.
0 ≤ θ ≤ 2π 2 ، إذا كان  sin  2  θ - 3 sin θ - 2 = 0  )b 	

= 02  sin   2  θ - 3 sin θ - 2تلا�قبالاوبااق ج
= 0(sin θ - 2)(2 sin θ + 1)ت�

= 02 sin θ + 10 =أوsin θ - 2لااقب����اقب��ا��ا�

= -12 sin θ= 2sin θ

= -   1 _ 
2
  sin θ sin θ ليس لها حل؛ لأن كل قيمة من قيم sin θ = 2 

يجب أن تقع في الفترة  [1 ,1-]
=   7π _ 

6
   ,   11π _ 

6
  θ

  7π _ 
6
   ,    11π _ 

6
ن هما :        لذلك يكون للمعادلة حلاَّ  	

اقباثماا اتاقبامتملاا  ��و

اقبالاو تاقبامتملا�قج  
قجملاقبت�لاقب��لتاا  
بتالاو تاقبامتملا

قبالاو تاقبامتملا
trigonometric equations

حل المعادلات المثلثية
Solving Trigonometric Equations

1فترة معطاة حل المعادلات عل


حل المعادلات المثلثية  
�املاوبااممتملاا�ل�اا

ق��ماوا�لاقباثل�االلداا
اقبالاوبا �قبثاا
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:02 = التحق sin2 θ - 3 sin θ - 2= 02 sin2 θ - 3 sin θ - 2

 02  sin  2   (  7π _ 
6
  )  - 3 sin  (  7π _ 

6
  )  - 2 02  sin  2   (  11π _ 

6
   )  - 3 sin  (  11π _ 

6
  )  - 2

 02  (  1 _ 
4
  )  - 3  (-   1 _ 

2
  )  - 2 02  (  1 _ 

4
  )  - 3  (-   1 _ 

2
  )  - 2

 0   1 _ 
2
   +   3 _ 

2
   - 2 0  1 _ 

2
   +   3 _ 

2
   - 2

= 0 ✓0= 0 ✓0

من فهم تحق
. 0 ≤ θ ≤ 2π إذا كانت ، cos x sin x = 3 cos x حُلّ المعادلة  )1A	

	0 ≤ θ ≤    π _ 
2

حُلّ المعادلة sin   2  θ +  4 cos   2  θ - 8  sin θ cos θ = 0 4   إذا كانت      )1B	

تحل المعادلات المثلثية عادة، لقيم المتغيّر في الفترة [ 2π , 0 ] بالراديان، أو [°360 , °0 ] بالدرجات. كما توجد 
حلول أخرى تقع خارج الفترات المحددة. لذلك ، فالحلول تختلف باختلاف الفترات.

حُلّ المعادلة 1 = 0	cos θ + لقيم θ جميعها ، إذا كان قياس θ بالراديان.

= 0cos θ + 1
= -1cos θ

استعن بالتمثيل البياني لمنحنى  y = cos θ ؛ لإيجاد حلول 
. cos θ = -1   المعادلة

 . π 2 هوπ والحل الوحيد في الفترة من 0 إلى ، -π , -3π , -5π , … وكذلك ، π , 3 π, 5π, … الحلول هي
طول الدورة لدالة جيب التمام هو 2π. لذلك، يمكن كتابة الحلول على الشكل π + 2 k π ؛ حيث k أيّ عدد 

صحيح.

من فهم تحق
4 sin x = 2 sin x +    

 √  2   حُلّ المعادلة  )2A	

حُلّ المعادلة sin θ = -1 2 لقيم θ جميعها ، إذا كان قياس θ بالراديان.  )2B	

يمكن استعمال المعادلات المثلثية في حلّ مسائل من واقع الحياة.

مدينة األعاب: ارجع إلى فقرة "لماذا؟" في بداية هذا الدرس، بعد كم دقيقة من بدء دوران العجلة يكون مقعدك 
على ارتفاع 31m عن سطح الأرض للمرة الأولى؟

= 21 - 20 cos 3πthتلا�قبالاوبااق ج

= 21 - 20 cos 3πt31hاام  �ا31اا �ا

= -20 cos 3πt10اإياقبم�للا21ام�ق

= cos 3πt-   1 _ 
2
ق���اإياقبم�للااتا20-  

= 3πtcos-1 (-   1 _ 
2
   ) اقبثاالا��امل�

2من الحلول معادلة مثلثية لها عدد لا نها

O−3π −2π −π π 2π 3π

y

y= cosθ

1

−1

x


التعبير عن الحلول بوسفها 

مساعفات 
قبللا��اπ + 2 k πا�ااπا

  2 π	اابداام��اااات م��ال
دبب  بل�اماقب���د�ا

ت�لاقبالوا��

33حل معادلات مثلثية
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ومن قيم الدوال المثلثية للزوايا الخاصة نعلم أن:

 _ cos  (  2π   ، إذن:
3
  )   =cos  (  4π _ 

3
  )  =-   1 _ 

2

= 3πt  2π _ 
3
   + 2πk3 =أوπt  4π _ 

3
   + 2πkاقب��ا�اقجدا���اداقجإل�امل�اا�وااقجk

= t  2 _ 
9
   +   2 _ 

3
   k= t  4 _ 

9
   +   2 _ 

3
  k3πاااتاإياقبم�لل���ق

 .   2 _ 
9
   +   2 _ 

3
   k = t في المساواة k = 0 نحصل عليها عندما تكون t إن أقل قيمة لـ

 _ 2   دقيقة.
9
 _ t =   2 وهذا يعني أن ارتفاع مقعدك يكون 31 مترًا للمرة الأولى بعد   

9
لذلك،   

من فهم تحق
كم من الوقت تحتاج من بداية دوران العجلة ، ليكون ارتفاع مقعدك 41 مترًا فوق سطح الأرض للمرة الأولى؟  )3 	

الحلول الديلة: بعض المعادلات المثلثية ليس لها حل. فعلى سبيل المثال، المعادلة cos θ = 4 ليس لها حل؛ 
لأن قيم cos θ جميعها تقع في الفترة [ 1 ,1-] . كما أن بعض المعادلات المثلثية تعطي حلولًا لا تحقق المعادلة 

الأصلية، وتسمى مثل هذه الحلول حلولًا دخيلة.

إذا لم تتمكّن من حل معادلة بالتحليل إلى العوامل، فحاول إعادة كتابة العبارات التي تتضمنها باستعمال المتطابقات 
المثلثية. وقد يقودنا استعمال المتطابقات وبعض العمليات الجبرية، كالتربيع مثلًا إلى حلول دخيلة. لذا ، من 

الضروري التحقق من حلولك باستعمال المعادلات الأصلية.

0° ≤ θ < 360° إذا كان sin θ =	1 + cos θ  :حُلّ المعادلة
= 1 + cos θsin θتلا�قبالاوبااق ج

= (1 + cos θ  )  2  sin   2  θا�

= 1 + 2 cos θ +  cos   2  θ1 -  cos   2  θ sin  2  θ = 1 -  cos  2  θ

= 2 cos θ + 2  cos   2  θ0اب�ياقبم�لل cos  2  θالاا��دق اقبم�للا1امام�

= 2 cos θ (1 + cos θ)0ت�

= 01 + cos θ02 =أو cos θلااقب����اقب��ا��ا�

= -1 cos θ0 =أوcos θ

= 180°θ270 , °90 =أو°θ

:1 = التحق + cos θsin θ= 1 + cos θsin θ
 1 + cos 180°sin 180° 1 + cos 90°sin 90°

 1 + (-1)0 1 + 01

= 0 ✓0= 1 ✓1

= 1 + cos θsin θ

 1 + cos 270°sin 270°

 1 + 0-1

≠ 1 ✘-1

 دخيلاًّ إذن °270 حلاًّ
إذن للمعادلة حلان هما  180° ,90°.  	

من فهم تحق
cos2 θ + 3 = 4 - sin2 θ  )4 	

4يلةوجود حلول د حل معادلات مثلثية م
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حُلّ المعادلة -1	sec2 θ - tan4 θ = 2 لقيم θ جميعها إذا كان قياس θ بالدرجات.
= -12 sec2 θ - tan4 θتلا�قبالاوبااق ج

= -12(1 + tan2 θ) - tan4 θ sec  2  θ = 1 +  tan  2  θ

= -12 + 2 tan2 θ - tan4 θ��لااقبث�ا�

= 0tan4 θ - 2 tan2 θ - 3اابت��ا��ام��اداقج��اقبم�لللق

= 0(tan2 θ - 3)(tan2 θ + 1)ت�

= 0tan2 θ + 1tan2 θ - 3 = 0 �ا�لااقب����اقب��ا�أو 

tan2 θ + 1 = 0 أولًا: 

tan2 θ  = - 1  

لايوجد لهذا الجزء حلول؛ لأن tan2 θ لا يمكن أن يكون سالبًا.

 tan2 θ - 3 = 0 ثانيًا: 

 tan   2  θ = 3  

  tan   2  θ = ±  √  3   

لذا ، تكون حلول هذا الجزء هي :  θ = 60° + 180°k , θ = 120° + 180°k ؛حيث k هو أي عدد صحيح.

. 60° + 180°k , 120° + 180°k  وتكون حلول المعادلة الأصلية هي

:180 + °60 = التحق°kهو أي عدد صحيح k ؛ حيثθ 

 -12 sec2 θ - tan4 θ 

 -12 sec2 (60° + 180°k) - tan4 (60° + 180°k) 

= -1 ✓8 - 9

 120° + 180°kهو أي عدد صحيح k ؛ حيثθ 

 -12 sec2 θ - tan4 θ 

 -12 sec2 (120° + 180°k) - tan4 (120° + 180°k) 

= -1 ✓8 - 9

من فهم تحق
حل كل معادلة مما يأتي، لقيم θ جميعها ، إذا كان قياس θ بالدرجات:

  cos θ _ 
cot θ

   + 2 sin2 θ = 0  )5B 	sin θ cot θ - cos2 θ = 0  )5A	

5حل المعادلات المثلثية با�ستعمال متطابقات 
  عن نم البح

قااااقجااالاا�ت�با
قااااداماقبت�لا
اا ا�اامπقبا�ااال�دااا��ا

دقإثا�ت�باااجا��ا
ا ��


دالة الظل 

�إ�اقجنا�لاقب�د��اب�قباا
قبا�� π د�قا�ل��اإثاااا

�����ت�لالااقبقب
θ = 60° + 180°k

θ = 120° + 180°k
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ا)ممالا1( حل كل معادلة مما يأتي لقيم θ جميعها الموضحة بجانب كل منها :

cos2 θ + 2 cos θ + 1 = 0 ; 0° ≤ θ ≤ 360°  	

2 cos2 θ + cos θ = 1 ; 0° ≤ θ ≤ 360°  	

-2 sin2 θ = 7 - 15 sin θ ; 0° ≤ θ ≤ 360°  	

cos θ +     
 
 √  3  
 _ 

2
   = 0 ; 0° ≤ θ ≤ 240°  	

ا)ممالا2( حل كل معادلة مما يأتي، لقيم θ جميعها إذا كان قياس θ بالراديان:

2 cos2 θ = 1 	 4 sin2 θ - 1 = 0  	

2 cos2 θ + 4cos θ = -2 	 	sin   θ _ 
2
    - 2 sin2   θ _ 

2
   = 0  	

ا)ممالا2( حل كل معادلة مما يأتي لقيم θ جميعها إذا كان قياس θ بالدرجات:

sin2 θ - sin θ = 0 	 	cos 2θ -  sin  2  θ + 2 = 0  	

cos θ - 2cos θ sin θ = 0 	 	2  sin  2  θ - 1 = 0  	

 ، d إذا كان عدد ساعات النهار في إحدى المدن هو	 الليل والنهار: 	 	

= d ، حيث t عدد الأيام  3 sin   2π _ 
365

   t + 12 ويمكن تمثيلها بالمعادلة
ا)ممالا3(ا بعد 21 مارس، فأجب عما يأتي:

 _ 1    10 تمامًا؟
2
   h في أي يوم سيكون عدد ساعات النهار في المدينة 	)a 	

باستعمال النتيجة في الفرع a، ما أيام السنة التي يكون فيها عدد  	)b 	
 _ 1   10ساعات على الأقل إذا علمت أن أطول 

2
ساعات النهار    

ر إجابتك. نهار في السنة يحدث تقريبًا يوم 22 يونيو؟ فسِّ

ا)قباما نا5	,4( حل كل معادلة مما يأتي:

sin2 2θ + cos2 θ = 0 لجميع قيم θ إذا كان قياس θ بالدرجات.    	

sin 2θ - cos θ = 0 لجميع قيم θ إذا كان قياس θ بالدرجات.   	

tan θ = 1 لجميع قيم θ إذا كان قياس θ بالدرجات.   	

cos 2 θ =   1 _ 
4
   ; 0° ≤ θ ≤ 360°  	

2 sin2 θ = 1 ; 90° < θ < 270°  	

sin 2θ - cos θ = 0 ; 0 ≤ θ ≤ 2π  	

4 sin2 θ - 1 = 0 ; 180° < θ < 360°  	

tan θ - sin θ = 0 لجميع قيم θ إذا كان قياس θ بالدرجات.   	

	  sin2 θ =      4 sin θ - 1 4 لجميع قيم θ إذا كان قياس θ بالدرجات.

y ، عمق نهر   = 3 sin  
 
⎡   ⎣ 
   π _ 
6
   (x - 4)  

 
⎤   ⎦ 
	تمثل الدالة:  8 +   اأنهار: 	 		

خلال أحد الأيام ؛ حيث x = 0 , 1 , 2 , … , 24 ،  0 تدل على 
الساعة الثانية عشرة عند منتصف الليل، 13 تدل على الساعة الواحدة 

بعد الظهر ، وهكذا....

ما أقصى عمق للنهر في ذلك اليوم؟ 	)a 	

في أي وقت نحصل على أقصى عمق؟ 	)b 	

حل كل معادلة مما يأتي، لقيم θ جميعها، إذا كان قياس θ بالراديان:

(cos θ)(sin 2θ) - 2 sin θ + 2 = 0  	

2 sin2 θ +  (  √  2   - 1)  sin θ  =     
√  2  

 _ 
2
   	

2 sin θ = sin 2θ  	

حل المعادلتين الآتيتين، لقيم θ جميعها، إذا كان قياس θ بالدرجات:

sin 2θ +     
√  3  

 _ 
2
   =   √  3   sin θ + cos θ  	

1 - sin2 θ - cos θ =   3 _ 
4
   	

 ، n  1  sin i =  n  2  sin r  (snell's law) حسب قانون سنيل	 األما�س: 	 	
حيث  n  1  معامل الانكسار للضوء في الوسط الذي يخرج منه الضوء، 
و  n  2  معامل الانكسار للوسط الذي يدخل فيه الضوء،و i قياس زاوية 

السقوط،و r قياس زاوية الانكسار.

إذا كان معامل الانكسار للماس 2.42 ، ومعامل الانكسار للهواء  	)a 	
1 ، وقياس زاوية سقوط الضوء على حجر ألماس هو °35 ، فما 

قياس زاوية الانكسار؟

اشرح كيف يستطيع بائع المجوهرات استعمال قانون سنيل؛  	)b 	
لمعرفة إذا كان هذا ألماسًا حقيقيًّا ونقيًّا أم لا.
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	حلت كل من هلا وليلى المعادلة  اكت�سف الخطاأ: 	 	

 θ ≤ 360°  ،  2 sin θ cos θ = sin θ ≥ °0. أيّ منهما كانت 

ر إجابتك. إجابتها صحيحة؟ برِّ


2 sin θ cos θ = sin θ

   2 sin θ cos θ
 

_ sin θ   =   sin θ
 

_ sin θ  

 2 cos θ = 1

 cos θ =   1 _ 2  
θ = 60° , 300°


2 sin θ cos θ = sin θ

–sin θ = –sin θ
2 cos θ = 0

cos θ = 0

θ = 90° , 270°

	حل المتباينة  x ≤ 2π ،  sin 2 x < sin x ≥ 0  بدون  : تحدٍّ 	 	
استعمال الحاسبة.

	حدّد أوجه الشبه وأوجه الاختلاف بين حل المعادلات  اكتب: 	 	
المثلثية ، والمعادلات الخطية والتربيعية. ما الطرق المتشابهة؟ وما 

الطرق المختلفة؟ وما عدد الحلول المتوقعة؟

	اشرح سبب وجود عدد لانهائي من الحلول للمعادلات  تبرير: 	 	
المثلثية.

	اكتب مثالًا على معادلة مثلثية لها حلّان فقط ، ،  م�ساألة مفتوحة: 	 	
  . 0° ≤ θ ≤ 360° بحيث تكون

    = csc x الحلول 
 √  2    ,  cot  2  x + 1 = 2 هل للمعادلتين	 : تحدٍّ 	 	

نفسها في الربع الأول؟ برر إجابتك.



 للمعادلة sin θ + cos θ  tan  2  θ = 0 ؟  أي مما يأتي ليس حلاًّ  	

  3 π
 _ 

4
   D  2 π  C    7 π _ 

4
   B    5 π _ 

2
   A  

  csc x =   -2  √  3 ، حيث x < 360° > °0؟
 _ 

3
ماحَلّ المعادلة      	

°330 أو 210°   C °150 أو 30°     A  

D  °300 أو 240° °120 أو 60°     B  

30)

31)

32)

33)

34)

35)

36)

37)
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المفاهي الاأ�سا�سية
	الدرو�س 5-1	,	2-1	,	1-1ا( المتطابقات المثلثية

اقب�دقلاقبامتملااقباثماا اتاقبامتملااقبلي�ااال���  •

�ا�اق�ثلاالاقباثماا اتاقبامتملاالاا�ل��لاقبللا�قتا  •
اقبالاو تاقبامتملا�د  قبامتملا

	 المتطابقات المثلثية لمجمو زاويتين والفرق بينهما
الدر�س 3-	1ا(

A , Bاا�لبمال  •

cos ( A	±	B )	=	cos A cos B	∓	sin A sin B  

sin ( A	±	B ) = sin A cos B	±	cos A sin B  

	 المتطابقات المثلثية لسعف الزاوية ونسفها
الدر�س 4-1ا(

قد�ااقبقباثماا اتاقبامتملااب��ل  •

sin 2θ = 2 sin θ cos θ  

cos 2θ =  cos  2  θ	-		sin  2  θ  

cos 2θ = 1	-	2  sin  2  θ  

cos 2θ = 2  cos  2  θ	-	1  

tan 2θ =   2 tan θ  _ 
1-  tan  2  θ

   

قد�ااقب���قباثماا اتاقبامتملااب  •

sin   θ _ 
2
  	=	±			√    1	-	cos θ _ 

2
     

cos   θ _ 
2
  	=	±			√    1	+	cos θ

 _ 
2
     

tan   θ _ 
2
  	=	±			√    1	-	cos θ _ 

1	+	cos θ
     , cos θ ≠ -1  

المفردات
ا)ا10ا( قباثماا ا

ا)ا10ا( قباثماا ااقبامتملا
ا)ا10ا( قباثماا اتاقب���للا
ا)ا10ا( مثماا اتاقبا ت��

ا)ا10ا( ��مثماا اتاللما

مثماا اتاقبقد�ثلا
ا)ا10ا( قباثثامثل

مثماا اتاقب�دقلاقبدلاادقب�دقلا
ا)ا10ا( قبا�و�ا

ا)ا32ا( قبالاو تاقبامتملا

تبر مفرداتا
اكتب المفردة المناسبة لكل عبارة مما يأتي:

يمكن استعمال  في إيجاد جيب أو جيب تمام الزاوية   	
. 15° و   90° الزاويتين  من  لكل  تمام  والجيب  الجيب  علم  إذا   75°

.   _ cot θ =   cos θ هي مثال على 
sin θ

المتطابقة      	

	  هي معادلة تحتوي على دوال مثلثية صحيحة للقيم 
جميعها التي تجعل كل طرف في المعادلة معرفًا.

يمكن استعمال  في إيجاد sin 60° باستعمال   	
الزاوية 30° .

تكون  صحيحة لقيم معينة للمتغيرات.  	

. cos 22   1 _ 
2
يمكن استعمال  في إيجاد °    	

 _ csc θ =   1 مثالان على 
sin θ

    , sec θ =   1 _ 
cos θ

المتطابقتان     	
. 

يمكن استعمال  في إيجاد كل من   	
sin 120° , cos 120° إذا عُلم الجيب ، والجيب تمام لكل من 

الزاويتين 30° , 90° .

.  cos  2  θ +  sin  2  θ = 1  هي مثال على   	

المفردات

دليل الدرا�سة والمراجعة



1)

2)

3)

4)

5)

6)

7)

8)

9)

مراجعة الدرو�س

أوجد القيمة الدقيقة لكل من النسب المثلثية الآتية:

 270° < θ < 360°،cos θ =     
√  2  

 _ 
2
sin θ ، إذا كان       	

 90° < θ < 180°،cot θ =   -   
 √  2  
 _ 

2
sec θ ، إذا كان       	

 0° < θ < 90°،cot θ = 2  إذا كان ، tan θ  	

 180° < θ < 270°،sin θ = -   3 _ 
5
cos θ ، إذا كان       	

 270° < θ < 360° ،cot θ =-   4 _ 
5
csc θ، إذا كان       	

	إذا كان بُعدا ملعب كرة القدم هما:  :كرة قد 	 	
.θ 75 كما في الشكل أدناه، فأوجد جيب الزاوية m, 110m

بسّط كل عبارة مما يأتي :

1 - tan θ sin θ cos θ  	

tan θ csc θ  	

sin θ + cos θ cot θ  	

cos θ (1 + tan2 θ)  	

. 0° < θ < 90° ، cos θ =   3 _ 
4
أوجد sin θ إذا كان   

= 1 cos  2  θ +  sin  2  θ��مثماا االلما

= 1 - cos2 θ sin  2  θاإياقبم�للام cos  2  θا�ق

= 1 -   (  3 _ 
4
  )   

2
  sin  2  θcos θااا  �3   ا _ 

4
   �ا

= 1 -   9 _ 
16

   sin  2  θ 3 _ 
4
     ا�

=   7 _ 
16

   sin  2  θ�ق

= ±     
√  7  

 _ 
4
  sin θاقبث�اللااب�ياقبم�لل�اقبم�

بما أن θ في الربع الأول، فإن sin θ  موجبة. 

. sin θ =     
√  7  

 _ 
4
إذن ،    

. cos θ sec θ cot θ بسّط العبارة

cos θ sec θ cot θ = cos θ  (  1 _ 
cos θ

  )  (  cos θ _ 
sin θ

  ) 

= cot θ  

دليل الدرا�سة والمراجعة

1
1-110	-	14 سفحاتال	 المتطابقات المثلثية
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11)
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المفاهي الاأ�سا�سية
	الدرو�س 5-1	,	2-1	,	1-1ا( المتطابقات المثلثية

اقب�دقلاقبامتملااقباثماا اتاقبامتملااقبلي�ااال���  •

�ا�اق�ثلاالاقباثماا اتاقبامتملاالاا�ل��لاقبللا�قتا  •
اقبالاو تاقبامتملا�د  قبامتملا

	 المتطابقات المثلثية لمجمو زاويتين والفرق بينهما
الدر�س 3-	1ا(

A , Bاا�لبمال  •

cos ( A	±	B )	=	cos A cos B	∓	sin A sin B  

sin ( A	±	B ) = sin A cos B	±	cos A sin B  

	 المتطابقات المثلثية لسعف الزاوية ونسفها
الدر�س 4-1ا(

قد�ااقبقباثماا اتاقبامتملااب��ل  •

sin 2θ = 2 sin θ cos θ  

cos 2θ =  cos  2  θ	-		sin  2  θ  

cos 2θ = 1	-	2  sin  2  θ  

cos 2θ = 2  cos  2  θ	-	1  

tan 2θ =   2 tan θ  _ 
1-  tan  2  θ

   

قد�ااقب���قباثماا اتاقبامتملااب  •

sin   θ _ 
2
  	=	±			√    1	-	cos θ _ 

2
     

cos   θ _ 
2
  	=	±			√    1	+	cos θ

 _ 
2
     

tan   θ _ 
2
  	=	±			√    1	-	cos θ _ 

1	+	cos θ
     , cos θ ≠ -1  

دليل الدرا�سة والمراجعة

مراجعة الدرو�س

أوجد القيمة الدقيقة لكل من النسب المثلثية الآتية:

 270° < θ < 360°،cos θ =     
√  2  

 _ 
2
sin θ ، إذا كان       	

 90° < θ < 180°،cot θ =   -   
 √  2  
 _ 

2
sec θ ، إذا كان       	

 0° < θ < 90°،cot θ = 2  إذا كان ، tan θ  	

 180° < θ < 270°،sin θ = -   3 _ 
5
cos θ ، إذا كان       	

 270° < θ < 360° ،cot θ =-   4 _ 
5
csc θ، إذا كان       	

	إذا كان بُعدا ملعب كرة القدم هما:  :كرة قد 	 	
.θ 75 كما في الشكل أدناه، فأوجد جيب الزاوية m, 110m

75 m

110 m

θ

بسّط كل عبارة مما يأتي :

1 - tan θ sin θ cos θ  	

tan θ csc θ  	

sin θ + cos θ cot θ  	

cos θ (1 + tan2 θ)  	

. 0° < θ < 90° ، cos θ =   3 _ 
4
أوجد sin θ إذا كان   

= 1 cos  2  θ +  sin  2  θ��مثماا االلما

= 1 - cos2 θ sin  2  θاإياقبم�للام cos  2  θا�ق

= 1 -   (  3 _ 
4
  )   

2
  sin  2  θcos θااا  �3   ا _ 

4
   �ا

= 1 -   9 _ 
16

   sin  2  θ 3 _ 
4
     ا�

=   7 _ 
16

   sin  2  θ�ق

= ±     
√  7  

 _ 
4
  sin θاقبث�اللااب�ياقبم�لل�اقبم�

بما أن θ في الربع الأول، فإن sin θ  موجبة. 

. sin θ =     
√  7  

 _ 
4
إذن ،    

. cos θ sec θ cot θ بسّط العبارة

cos θ sec θ cot θ = cos θ  (  1 _ 
cos θ

  )  (  cos θ _ 
sin θ

  ) 

= cot θ  

دليل الدرا�سة والمراجعة

1
1-110	-	14 سفحاتال	 المتطابقات المثلثية
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 من المتطابقات الآتية: أثبت صحة كلٍّ

tan θ cos θ + cot θ sin θ = sin θ + cos θ  	

  cos θ _ 
cot θ

   +   sin θ _ 
tan θ

   = sin θ + cos θ  	

 sec  2  θ - 1 =     sin  2  θ _ 
1 -  sin  2  θ

   	

	المثلث المجاور قائم الزاوية.  هند�سة: 	 	
استعمل أطواله المعطاة لتتحقّق من أن 

ta n  2  θ + 1 = se c  2  θ

.   cos θ + 1
 _ 

sin θ
   = cot θ + csc θ  أثبت صحة المتطابقة

   cos θ + 1 _ 
sin θ

قبم�اق ج����  

=  cos θ _ 
sin θ

   +   1 _ 
sin θ

   ��ا

= cot θ + csc θ  ✔ ��ا

الطرف الأيمن =

دون استعمال الآلة الحاسبة، أوجد القيمة الدقيقة لكل مما يأتي:

 cos (-135°)  	

cos 15°  	

sin 210°  	

sin 105°  	

tan 75°  	

cos 105°  	

أثبت صحة كل من المتطابقات الآتية:

sin (θ + 90 ) = cos θ  	

sin  (  3π _ 
2
   - θ)  = -cos θ  	

tan (θ - π) = tan θ  	

. sin 75°  أوجد القيمة الدقيقة لِـ

 sin (A+B) = sin A دون استعمال الآلة الحاسبة، استعمل المتطابقة
. cos B + cos A sin B

= sin (30° + 45°)sin 75°

= sin 30° cos 45° + cos 30° sin 45°

=  (  1 _ 
2
  )  (    

√  2  
 _ 

2
  )  +  (    

√  3  
 _ 

2
  )  (    

√  2  
 _ 

2
  ) 

 =     
√  2  

 _ 
4
   +     

√  6  
 _ 

4
   =     

√  2   +   √  6  
 _ 

4
  

3
1-215	-	19 سفحاتال	 ابات سحة المتطابقات المثلثية

20)

21)

22)

3

θ 
4

√7

23)

4
1-320	-	23 سفحاتال	 المتطابقات المثلثية لمجمو زاويتين والفرق بينهما
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دليل الدرا�سة و المراجعةدليل الدرا�سة والمراجعة
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دليل الدرا�سة و المراجعةدليل الدرا�سة والمراجعة

 ، sin 2θ , cos 2θ , sin   θ _ 
2
   , cos   θ _ 

2
أوجد القيم الدقيقة لكل من: لـ   

إذا علمت أن:

cos θ =   4 _ 
5
    ; 0° < θ < 90°  	

sin θ = -   1 _ 
4
    ; 180° < θ < 270°  	

cos θ = -   2 _ 
3
    ;   π _ 

2
   < θ < π  	

	 .90 ft ملعب على شكل مربع طول ضلعه	 ملاعب: 	 	

أوجد طول قطر الملعب.  )a 	

اكتب النسبة sin 45° باستعمال أطوال أضلاع الملعب.  )b 	

 _ sin   θ ؛ لبرهنة صحة 
2
   =  ±   √    1 - cos θ  _ 

2
استعمل الصيغة       )c 	

. (b)النسبة التي كتبتها في الفرع

 _ 3			-	cos θ =، وتقع θ في 
5
 _ sin   θ ، إذا كان    

2
أوجد القيمة الدقيقة لِـ    

الربع الثاني.

= ±   √    1 - cos θ _ 
2
    sin   θ _ 

2
مثماا اا��اقبقد�ا  

= ±   √ 

   
1 -  (-  3 _ 

5
  ) 
 _ 

2
    cos θ = -   3 _ 

5
  

= ±   √ 
   

  8 _ 
5
  
 _ 

2
    �ق

= ±   √    4 _ 
5
     = ±   2  √  5  

 _ 
5
  اقبا امدقج    ��ا  ���ق

sin   
θ
 _ 

2
   =   2   √  5  

 _ 
5
بما أن θ تقع في الربع الثاني، فإن    

حل كل معادلة مما يأتي ، لقيم θ جميعها الموضحة بجانب كل منها:

2 cos θ - 1 = 0 ; 0° ≤ θ < 360°  	

4  cos  2  θ - 1 = 0 ; 0 ≤ θ < 2π  	

sin 2θ + cos θ = 0 ; 0° ≤ θ < 360°  	

 sin  2  θ = 2 sin θ + 3 ; 0° ≤ θ < 360°  	

4 cos2 θ - 4 cos θ + 1 = 0 ; 0 ≤ θ < 2π  	

. 0 ≤ θ < 2π إذا كان ،  sin 2θ - cos θ = 0  حل المعادلة
= 0sin 2θ - cos θتلا�قبالاوبااق ج

= 02 sin θ cos θ - cos θقد�ااقبل�مثماا اا

= 0cos θ (2 sin θ - 1)ت�

= 02 sin θ - 10 =أوcos θ

=   1 _ 
2
  sin θ=   π _ 

2
 _ 3π   أو   

2
   θ

=   π _ 
6
 _ 5π   أو  

6
  θ

5
1-425	-	30 سفحاتال	 المتطابقات المثلثية لسعف الزاوية ونسفها

33)

34)

35)

36)

6
1-532	-	37 سفحاتال	 حل المعادلات المثلثية
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ا مائلًا لمنزل .  )قب��ا1 -	1( 	يبين الشكل أدناه ممرًّ ان�ساءات: 	 	

θ

. tan θ =   1 _ 
12

أوجد sin θ , cos θ إذا كان      	

	تعطى شدة الضوء الخارج من عدستين متتاليتين بالصيغة  �سوء: 	 	

؛ حيث I0 شدة الضوء الخارج من العدسة الأولى ،   I = I0 -   
I0 _ 

 csc  2 θ
  

الزاوية بين محوري العدستين. اكتب الصيغة السابقة بحيث لا تظهر    θ 

فيها نسب مثلثية سوى tan θ.  )قب��ا1 -	1(

 (Stereographic يستعمل إسقاط الستيروجرافيك  :را 	 	
(Projection لتحويل مسار ثلاثي الأبعاد على الكرة الأرضية إلى 
مسار في المستوى )على الخريطة(، بحيث ترتبط النقاط على الكرة 

. r  =   sin α _ 
1 - cos α

الأرضية بالنقاط المقابلة لها على الخريطة بالمعادلة    

  )قب��ا2 -	1(  . r =   1 + cos α _ 
sin α

أثبت أن      	

A

A
B

B
C

C

CC

 يُسمى تداخل موجتين بنَّاءً إذا كانت سعة الموجة الناتجة  موجات: 	 	
أكبر من سعة مجموع الموجتين المتداخلتين. هل يكون تداخل 

الموجتين الآتيتين معادلتاهما بنَّاء؟
       y  1  = 20 sin (3t + 225˚) ،  y  2  = 20 sin (3t + 45˚)

)قب��ا3 -	1(

 _ sin 2 N =   2nℓا
 m  2 

 استعمل المثلث LMN أدناه لإثبات أن    هند�سة: 	 	
 )قب��ا4 -	1(

�M

m
n

N

L

ا)قب��ا4	-	1(	  من المعادلتين الآتيتين تمثِّل متطابقة: أثبت أن كلاًّ

   sin2 θ _ 
  2sin  2  θ

   = cot θ  	

1+ cos 2θ =   2 _ 
1+ tan  2 θ

   	

 ، θ وزاوية قياسها v إذا قُذفت كرة بسرعة متجهة مقدارها  مقوفات: 	 	
فقطعت مسافة أفقية مقدارها d ft، ويعطى زمن تحليقها t بالصيغة 
= t ، فأوجد الزاوية التي قُذفت بها الكرة ، إذا علمت أن    d _ 

v cos θ
   

 v = 50ft/s، وكانت المسافة الأفقية 100ft ، وزمن التحليق 4 ثوانٍ.
)1	- 5	��ا)قب

دليل الدرا�سة و المراجعة

تطبيقات وم�سال
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43   ا  43الدر�س   - 3  ق�ثلا�اقب���� الوحدة 1

	أي من العبارات الآتية تكافئ اتيار من متعدد: 	 	
  sin θ + cos θ cot θ ؟

sec θ 	C  cot θ 	A 	

csc θ 	D  tan θ 	B 	

 من المعادلتين الآتيتين تمثِّل متطابقة:  أثبت أن كلاًّ

. cos (30° - θ ) = sin (60° + θ )  	

. cos (θ - π) = -cos θ  	

	ما القيمة الدقيقة لـِ sin θ ، إذا كان اتيار من متعدد: 	 	
 _ θ < 180° ،  cos θ = -   3 > °90 ؟

5
  

-   4 _ 
5
  	C    5 _ 3  	A 	

  4 _ 
5

  	D      
√  34  

 _ 
8
  	B 	

دون استعمال الآلة الحاسبة، أوجد القيمة الدقيقة لكل مما يأتي:

270° < θ < 360° ، sec θ =   4 _ 
3
cot θ ، إذا كان     	

90° < θ < 180° ، cos θ =  -   1 _ 
2
tan θ ، إذا كان     	

180° < θ < 270° ، csc θ = -2 إذا كان ، sec θ  	

0° < θ < 90° ، sin θ =    1 _ 
2
sec θ ، إذا كان     	

أثبت أن كل معادلة مما يأتي تمثِّل متطابقة:

sin θ (cot θ + tan θ) = sec θ  	

   cos  2  θ _ 
1 - sin θ

   =    cos θ __ 
sec θ - tan θ

   	

(tan θ + cot θ  )  2  =  csc  2  θ  sec  2  θ  	

  1 + sec θ _ 
sec θ

   =     sin  2  θ _ 
1 - cos θ

   	

 _ tan   π ؟
8
	ما قيمة     اتيار من متعدد: 	 	

1 -   √  2    	C    
  √  2 -   √  3    

 _ 
2
  	A 	

-   
  √  2 -   √  3    

 _ 
2
    	D    √  2   - 1 	B 	

ح بعض المؤرخين أن الذين بنوا أهرامات مِصر ربما  	يُرجِّ :تاري 	 	
حاولوا أن يبنوا الواجهة على شكل مثلث متطابق الأضلاع ، ثمّ 
غيروها إلى أنواع مختلفة من المثلثات. افترض أنّه تم بناء هرم 
.18 ft بواجهة على شكل مثلث متطابق الأضلاع ، طول ضلعه

18 ft

 	

أوجد ارتفاع المثلث المتطابق الأضلاع. 	)a 	

استعمل الصيغة sin 2θ = 2 sin θ cos θ ، وطول ضلع  	)b 	
المثلث وارتفاعه لتبيّن أن sin 2(30°) = sin 60° ، ثم أوجد 

.sin 60° القيمة الدقيقة للنسبة المثلثية

أوجد القيمة الدقيقة لكل مما يأتي:

 cos (-225°)  	

sin 480°  	

cos 75°  	

 sin 165°  	

 من المعادلتين الآتيتين لقيم θ جميعها ، إذاكان قياس θ بالراديان: حُلّ كلاًّ

2  cos  2  θ - 3 cos θ - 2 = 0  	

2 sin 3θ - 1 = 0  	

:0° ≤ θ ≤ 360° حُلّ المعادلتين الآتيتين ، حيث

cos 2θ + cos θ = 2  	

sin θ cos θ -   1 _ 
2
   sin θ = 0  	

اتبار الوحدة

1)

2)

3)

4)

5)

6)

7)

8)
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10)

11)

12)

13)
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16)

17)

18)

19)

20)

21)
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سيال

العمليات عل الدوال

الجم(  f + g ) (x) = f (x) + g (x)سربال(  f · g) (x) = f (x) · g(x)

  ) الق�سمةf (x) - g (x) = (x) (f - g  )الطرح
 f 
 _ g  ) ( x ) =   

f(x)
 _ 

g(x)
   , g(x) ≠ 0

القطو المخروطية

افالم القط(y - k )  2  = 4p(x - h) أو (x - h )  2  = 4p(y - k)رةالدا (x - h )  2  + (y - k ) 2  =  r  2  أو  x  2  +  y  2  =  r  2 

القط الناقس
  
(x - h ) 2 

 _ 
 a  2 

   +   
(y - k )  2 

 _ 
 b  2 

   = 1 

  
(x -  h) 2 

 _ 
 b  2 

   +   
(y - k )  2 

 _ 
 a  2 

   = 1
القط الزاد

  
(x -  h) 2 

 _ 
 a  2 

   -   
(y - k ) 2 

 _ 
 b  2 

   = 1 

  
(y - k )  2 

 _ 
 a  2 

   -   
(x - h )  2 

 _ 
 b  2 

   = 1

المتطابقات المثلثية

 _ cot θ =   cos θالمتطابقات الن�سبية
sin θ

   tan θ =   sin θ _ 
cos θ

  

متطابقات المقلوب
sin θ =   1 _ 

csc θ
   cos θ =   1 _ 

sec θ
   tan θ =   1 _ 

cot θ
  

csc θ =   1 _ 
sin θ

   sec θ =   1 _ 
cos θ

   cot θ =   1 _ 
tan θ

  

sin  2  θ +  cos  2  θ = 1 ta n  2  θ + 1 = se c  2  θ co t  2  θ + 1 = cs c  2  θ  متطابقات فيثاور�س

متطابقات الزاويتين 
المتتامتين

sin θ = cos  (  π _ 
2
   - θ)  tan θ = cot  (  π _ 

2
   - θ)  sec θ = csc  (  π _ 

2
   - θ) 

cos θ = sin  (  π _ 
2
   - θ)  cot θ = tan  (  π _ 

2
   - θ)  csc θ = sec  (  π _ 

2
   - θ) 

متطابقات الدوال الزوجية 
اأو الفردية

sin (-θ) = -sin θ cos (-θ) = cos θ tan (-θ) = -tan θ

csc (-θ) = -csc θ sec (-θ) = sec θ cot (-θ) = -cot θ

متطابقات المجمو والفرق
cos (A + B) = cos A cos B - sin A sin B cos (A - B) = cos A cos B + sin A sin B

sin (A + B) = sin A cos B + cos A sin B sin (A - B) = sin A cos B - cos A sin B

tan (A + B) =   tan A + tan B
  __  

1 - tan A tan B
   tan (A - B) =   tan A - tan B  __  

1 + tan A tan B
  

متطابقات �سعف الزاوية
cos 2θ = co s  2  θ - si n  2  θ cos 2θ = 2 co s  2  θ - 1 cos 2θ = 1 - 2 si n  2  θ

sin 2θ = 2 sin θ cos θ tan 2θ =   2 tan θ _ 
1 - ta n  2  θ

  

 _ sin   θمتطابقات نسف الزاوية
2
   = ±   √    1 - cos θ _ 

2
     cos   θ _ 

2
   = ±   √    1 + cos θ

 _ 
2
     tan   θ _ 

2
   = ±   √    1 - cos θ _ 

1 + cos θ
    

الهند�سة الاحداية

  )  = Mنقطة المنتسف  d =   √   (x2 - x1)2 + (y2 - y1)2الم�سافة
x1 + x2 _ 

2
  ,   

y1 + y2
 _ 

2
  ) 

   = mالميل
y2 - y1

 _ x2 - x1
  , x2 ≠ x1

كثيرات الحدود

القانون العاx =   -b ±  √  b2 - 4ac  
  __ 

2 a
   , a ≠ 0الفرق مرب(a - b)2  = a2 - 2ab + b2

المجمو مرب(a + b)2  = a 2 + 2ab + b 2الفرق بين مربعين a   2  -  b   2  = (a - b)(a + b)
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قي الدوال المثلثية لبعس الزوايا الخاسة     

π		π	_ 
2
  		π	_ 

3
  		π	_ 

4
  		π	_ 

6
الزاوية0  

01    
 
 √  3  
 _ 

2
      

 
 √  2  
 _ 

2
    1 _ 

2
  0sin θ

-10  1 _ 
2
      

 
 √  2  
 _ 

2
      

 
 √  3  
 _ 

2
  1cos θ

   غير معرّف0
 √  3  1    

 
 √  3  
 _ 

3
  0tan θ

دوال ف دارة الوحدة

بعس قي الدوال المثلثية للزوايا الخاسة

30°-60°-90°

  sin1   =ا°30ا _ 
2
     =ا°30اcosا  

√  3  
 _ 

2
اا    tanا°30ا=     

√  3  
 _ 

3
ا   ا

     =ا°60اsinا
√  3  

 _ 
2
 _ 1   =ا°60اcosاا  

2
ا    tan60ا° =   √  3  ا ا

45°-45°-90°

 sin 45° =     
 
 √  2  
 _ 

2
     = cos 45°ا    

 
 √  2  
 _ 

2
ا     tan 45° = 1

30°

60° 2x

x √�

x

3

45°

45°
x √�x

x

2

 P(x, y) النقطة رة الوحدة فدا القيا�س الو�س المر�سومة ف θ الانتهاء للزاوية سل� ا قطا

 P(x, y) = P(cos θ, sin θ):اأي اأن cos θ = x , sin θ = y فان 

P(x, y) = P(cos 120°, sin 120°) نفا θ = 120° :ا كانمثال:  ا

y

xO(-1, 0)

(1, 0)

(0, 1)

(0, -1)

θ

P(cos θ, sin θ)
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